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RESUME

L’article présente une méthode originale de calcul
des fonctions d’ambiguité large bande fondée sur la
transformation de Mellin discréte qui est
particulidrement adaptée au calcul de formes large
bande contenant des dilatations de signaux
(transformée en ondelettes, représentation temps
fréquence affine). L’algorithme de calcul rapide est
détaillé de fagon précise et plusieurs exemples de
fonctions d’ambiguité calculées par cette méthode
sont présentées.

I. Introduction

La fonction d’ambiguité est une fonction de
discrimination entre un signal et sa transformée par
un opérateur (translation de temps, de fréquence,
compression, etc...). Elle posséde un nombre de
variables égal 4 celui des paramétres de
1'opérateur, et est maximale pour des valeurs rendant
invariante la transformation. L'étude de la variation
de cette fonction autour du maximum pour diverses
valeurs de paramétres de 1’opérateur permet de
déterminer le niveau de ressemblance qui peut exister
entre les deux signaux.

La fonction d’ambiguité joue un réle important dans
beaucoup de domaines tels que le radar ou le sonar
(détection de cibles [1], estimation des paramétres
1liés aux cibles [2], synthése de codes [3] ayant des
performances données (lobes secondaires réduits,
grande résolution, etc..), évaluation du pouvoir de
résolution de codes radar [4]).

Sous les hypothéses simplificatrices de Woodward
[S] énoncées ci dessous,

- vitesse relative des cibles v négligeable devant la
célérité ¢ dans le milieu de propagation

- signal bande étroite B << f (Bande B,
porteuse fo) °

- BT < &¥ (BT produit bande B par durée T)

2v
la fonction d’ambiguité bande étroite, construite sur
le signal analytique z(t) ou sur sa transformée de
Fourier 2(f), prend les deux formes équivalentes
suivantes:

fréquence

oo L]
X(t,v) = I z(t) z (t-1) e

T2t gy (1)

2inft d

0 .
- I 2(£) 2°(£-v) e £ (2)
-0
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Dés qu'une des hypothéses de Woodward n’est pas
respectée, 11 est nécessaire de considérer la
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fonction d’ambiguité large bande [6)[{7] (ou
généralisée) sous peine d’obtenir des résultats
complétement erronés (Fig 2). Les deux formes

équivalentes qui la caractérisent sont données par:
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v facteur de compression Doppler

b -2R°/(c-v) retard (Ro distance radar-cible)

L’utilisation de méthodes traditionnelles pour
obtenir la fonction d’'ambiguité a partir des deux
expressions (3) ou (4) nécessite un volume de calcul
trés important. Ceci s’explique par le fait que ces
quantités sont des formes intégrales trés délicates a
expliciter analytiquement et que, méme numériquement,
on se heurte & deux difficultés:

- nécessité de transformer un signal échantillonné
en une version dilatée ou compressée (utilisation
d’interpolations, de sur-échantillonage, etc..).

~temps de calcul trés important associé au volume
d’opérations a effectuer.

Une alternative intéressante consiste & utiliser le
principe de 1la phase stationnaire [8], mais 1le
résultat n’est qu’une forme approximée.

Le présent article propose une approche nouvelle
sous la forme d’un algorithme de calcul rapide qui,
sans approximation ni interpolation, permet d’obtenir
un résultat exact. Celui-ci est fondé sur les
transformées de Mellin [9] qui sont particuliérement
adaptées au calcul de formes large bande contenant
des dilatations (imagerie par transformée d’ondelette
représentations temps-fréquence affines et =sa
régularisée [10]111]1[12])(13]).

I1. La tranaformée de Mellin

11.1 Définition

La transformée de Mellin est définie sur le signal
analytique Z par la relation:
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et par sa forme réciproque:
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Cette transformée est unitaire, c’est a dire:
> . 400 .
Iz (£) 2°(£) df = J' o1z 1(8) M5°12_1(8) dB
1 2 1 2
o - (7)

et est invariante, 3 une phase prés, au changement
d’ échelle:

Uz -2in€(1-a)f

2(£) > UZ(£) = Va_ e 2(af)
V J (8)
Ko 1z1(8) > i uz1e) = a 2™ wi1zim)

Toutes les autres propriétés importantes qui ont
permis de construire la transformée discréte et de
donner une interprétation de la variable 8 (paramétre
d’hyperbole t=£+8/f dans le plan temps-fréquence)
peuvent é&tre consultées dans [8]. Cette transformée
8’ écrit:

L+eN-1
k kp
) = 1nq E:qk/2e21"5q Z(qk) 021" N (9)

k=L 0O S psS N-1

£ p
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ot L vérifie qL= f1 (fl fréquence min de Z)

La transformée de Mellin est calculée sur les
échantillons géométriques du signal fréquentiel par
algorithme rapide (Transformée de Fourier Rapide).

La raison géométrique q d’échantillonnage du signal
2 doit vérifier une condition de non recouvrement:

1/1nq > lﬂz-ﬁil (10)

ou [81,521 est le support de HEIZl

11.2 Théoréme d’échantillonnage

Si le signal est localisé dans le plan temps
fréquence (largeur de bande B autour de la fréquence
centrale f , durée T), il est possible de déterminer
le paramétre Bodes hyperboles qui délimitent parfaite
ment ce signal dans le plan temps-fréquence, comme le
montre la figure 1:

Bo = (f°¢8/2) 172 (11)

hyperboles : tx=¢g :8/¢

Localisation d’un signal entre les hyperboles
d’ équation t=€OB°/f et t=€-B°/f

Grice 3 la formule de Moyal et A 1'étude des
représentations temps-fréquence affines des signaux
[10), 11 est facile d'expliciter 1la relation
suivante:

Fig.1:
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Le carré du module de la transformée de Mellin du
signal Z est égal & 1’intégrale de sa représentation
temps-fréquence affine P(t,f) sur un réseau d’'hyper-
boles indexées par B dans le plan temps-fréquence.
Ainsi, lorsque le signal est localisé en temps et en
fréquence, il existe un certain 8 donné par (11) a
partir duquel 1’intégrale de P(t,f) devient nulle. La
transformée de Mellin d'un smignal localisé en temps
et en fréquence est donc elle-méme localisée.

La condition de non recouvrement (10) s'écrit
alors:
1/1nq > |BZ‘B‘| = 230 (13)
avec B défini par la relation (11)
I1 vient:
1/1nq > BT(1+2/R)/2 (1)

avec BT produit bande durée du signal
R largeur de bande relative B/fo

Si le support fréquentiel de 2 est [f‘.le. la

raison q doit étre choisie de maniére i ce que la
restriction de 1la forme dilatocyclée Z de 2
(périodisation de Z A& toutes les échelles sur le demi
axe des fréquences positives {9]) sur [fl.le

+00
n
() = Z Q™2 2(Q"r) 21MEF(1-Q) (15)
n=-0

soit égale & Z, ce qui implique:
_ N
Q=q" > f/f (16)

Le nombre £ de points N qui caractérisent

parfaitement M*[2) est déduit de (14) et (16):
1 + R/2

Si le signal est & bande étroite, on peut remarquer
que toutes les dilatations deviennent des
translations, que la transformée de Mellin devient
transformée de Fourier, et que le nombre de points N
devient le BT du critére de Nyquist.

Avec le théoréme d’'échantillonnage et la forme
discrétisée de la transformée de Mellin on peut alors
expliciter 1’algorithme de calcul de 1la fonction
d’ambiguité large bande.

I1I. Calcul de la Fonction d’Ambiguité Large Bande

II1.1 Principe du calcul

En utilisant la propriété d'unitarité (7), X(a,b)
devient:

-
X(a,b) = I WS 12108) ME°[Uz1() 48 (18)
-0

avec UZ la transformation définie par:

z > U2(f) = va~ o 2imaf 51 4 (19)

L'invariance d'échelle (8) de la transformée de
Mellin permet d’écrire (18) comme:

+0
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od Z,(f) = 2(£) o 2i7Pf

La formule (20) discrétisée prend la forme suivante:
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avec ‘1 = fllf2

La fonction d’ambiguité peut alors étre calculée
Par une série de Transformées de Fourier Rapides. La
complexité de 1’algorithme de calcul, en nombre de
TFR, est donnée par 2M+1 TFR de 2N points =i la
fonction d'ambiguité est discrétisée en (N,M) points
sur les variables (a,b). Cette complexité est tout a
fait comparable & celle exigée pour le calcul de 1la
fonction d’ambiguité de Woodward.



111.2 Algorithme de calcul

Le signal 2 est caractérisé par sa largeur de bande
B autour de la fréquence centrale foet sa durée T
autour du temps £. D’aprés le théoréme d’échantillon-
nage, pour calculer sans recouvrement la transformée
de Mellin discréte, 1la raison d’échantillonnage
géométrique q doit satisfaire. & la relation (16) avec
N donné par (17).

Etape 1: Echantillonnage de 2(f)
[fx'fal avec la raison q=(fz/f1)1/" et calcul de

sur son support

HE[Z](B) par transformée de Mellin discréte:
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:)
Ti3] = Vflq’ 2] °21n§q fx 0% ) S N-t (23)
T(5] = 0 NS j§ S 2N-1
2N-1
2inil
Mlpl = 2: T[] e“ 2N 0 S p S 2N-1 (24)
1=0
Etape 2: Pour chaque retard bk 0 Sk S M-1
support

- Echantillonnage de Zb (f) sur le méme
k
[fx’fz] avec la raison q = (lefif/“ et calcul de

He[Zb 1(B) par transformée de Mellin discréte:
k

zk[J] = T[] e-21ubkflqj 0 S § S 2N-1 (25)
2N-1 'p
Hk[pl = }: Zklil 21 o 0 Sp S 2K-1 (26)
120
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Cet algorithme est facile A mettre en oeuvre et a
été testé de maniére trés satisfaisante sur les
signaux les plus couramment rencontrés dans le
domaine du radar: modulation linéaire de fréquence,
saut de fréquence, signal hyperbolique, etc...

IV. Résultats

La figure 2 met en évidence les différences
flagrantes existant entre la fonction d’ambiguité de
Woodward et la fonction d’ambiguité généralisée d’un
signal large bande construit par sauts de fréquence
discréte (BT=64, B/f =1.4). Le domaine de variation
des paramétres retard-vitesse est le suivant:

Image a) Retard: [-T,T] Vitesse: [-0.7¢,0.7¢c]
Image b) Retard: [-T,5.6T] Vitesse: [-0.7c,0.7c]

En radar, 11 est bien connu que les performances du
filtre adapté qui consiste a corréler le signal écho
avec des répliques du signal émis décalées en temps
et en fréquence, se dégradent fortement (atténuation
importante et élargissement du pic principal) dés
lors qu'une des hypothéses de Woodward n’est plus
respectée. Cette dégradation n’apparait pas sur la
figure 2a) car la quantité calculée n’est, en aucun
cas, la smortie du filtre adapté. C'est une quantité
qui n’existe que sous les hypothéses de Woodward.
Aussi, 11 devient complétement faux de 1’utiliser
pour évaluer le pouvoir de résolution de codes radar
sous des hypothéses contraires.

La figure 3 montre les évolutions de la fonction

-3-

d’ambiguité généralisée d'un signal construit par
sauts de fréquence pour différentes largeurs de bande
relative. Plus le signal est 3 bande relative large,
plus les domaines de variation des paramétres
retard-compression deviennent importants.
Image a) Retard: [-T,1.8T] Compression: [.5,1.8]
Image b) Retard: [-T,5.6T] Compression: [.1,5.6]

La figure 4 donne deux exemples de fonction
d’ambiguité. La premiére est calculée pour un signal
A temps de propagation hyperbolique de largeur de
bande relative de 1.4. La seconde est obtenue pour un
signal bande étroite a temps de propagation de groupe
linéaire (chirp), ce qui un résultat conforme avec ce
qu’aurait donné une fonction d'ambiguité de Woodward.

Image a) Retard: [-T,5.6T] Compression: [.1,5.6]

Image b) Retard: [-T,1.01T] Compression: [.98,1.01]

V. Conclusion

Un algorithme performant, rapide et facile & mettre
en oeuvre permet donc de calculer les fonctions
d’ambiguité large bande de maniére aussi aisée que
celles de Woodward. Il est fondé sur la transformée

de Mellin rapide et nécessite les échantillons
géométriques en fréquence du signal. Un théoréme
4’ échantillonnage permet de s’ affranchir des

problémes de recouvrement.
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Fig.2: Comparaison entre fonction d'ambiguité de Woodward (a) et fonction
d’ambiguité en compression (b) d’un code radar trés large bande construit par
sauts de fréquence (BT=64, E/fc=1.4].
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Fig.3: Fonctions d'ambiguité large bande de codes radar construits par sauts
de fréquence. a) BT=100 B/f0=0.6 b) BT=64 B/f3=1.4
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Fig.4: a) Fonction d’ambiguité large bande d'un signal & temps de propagation
de groupe hyperbolique BT=64 B!fo-1.4

Retard

b) Fonction d'ambiguité large bande d’un signal & temps de propagation
de groupe linéaire BT=100 B/foslfso





