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Abstract

The spiky nature of the clutter encountered in surfacedsite
radar for the detection of target illuminated at low grazing
angles or in high resolution radar tends to have a statistic
which strongly differs from the gaussian assumption.
The parametric modelisation of the moment generating
function of the noise envelope by Padé approximation pro-
posed here leads to a powerful estimation of its probability
density function and allows to evaluate the radar detection
performances of target embedded in any noise without
knowledgea priori of the closed form of its statistic. It
allows in the same way to take into account any possible
fluctuation of the target.

Résumé
Dans le cadre de la détection d’une cible évoluant a site

(ex : loi de Weibull ou K-distribution).

L'estimation par Approximants de Padé de la fonction
génératrice de moments du bruit permet de ne plus se
donner de modeéla priori sur sa statistique. En effet, la
densité de probabilité du bruit est entierement déterminée
par deux jeux de coefficients complexes, de petite taille
(sa valeur assure la stabilité de I'approximation), et il es
également possible de prendre en compte les éventuelles
lois de fluctuations des cibles, gu’elles soient caraciéss
par une loi connue priori ou par des mesures réelles de
fluctuations.

Cette méthode permet non seulement d’estimer une
densité de probabilité de signaux réels, mais simplifie
considérablement les calculs pour la mise en ceuvre des

bas ou d’'une cible éclairée par un radar a haute résolution probabilités de détection d'une cible de comportement

distance, la nature impulsionnelle du bruit environnant

déterministe (non fluctuant) ou fluctuant selon une loi

écarte I'hypothése gaussienne généralement retenue pourdonnée (ex : lois de Swerling) [3, 4]. Aprés I'avoir testée

la modélisation de la statistique de ce fouillis.
Ce papier décrit une modélisation par approximants de

avec succes sur plusieurs types de lois de probabilité
(Rayleigh, Weibull, K-distributions, mixture de lois, etg,

Padé de la fonction génératrice de moments de I'enveloppe elle a été appliqguée sur des données réelles de fouillis

du bruit additif, et, éventuellement des lois de fluctuation
de la cible. Cette méthode permet I'évaluation des perfor-
mances de détection d’'un radar sans connaissapceri

sur la nature du bruit.

I. INTRODUCTION

Des mesures de fouillis de sol issues d’expérimentation
de 'ONERA ainsi que d’organismes extérieurs tel le MIT
[1, 2] ont montré le net écart entre la réalité et les modéles
statistiques classiquement utilisés dés lors que la cible
évolue a site trés bas (incidence inférieure a quelques
degrés) ou que le pouvoir de résolution distance du radar

augmente (baisse du nhombre de réflecteurs élémentaires du

fouillis de sol). Dans ces situations, la statistique gleba
du fouillis peut ne plus s’apparenter & une loi gaussienne

de forét en comparant les résultats obtenus a I'hypothése
gaussienne généralement retenue pour ce type d'analyse.

Il. RELATIONS GENERALES

La théorie de la détection suivant le critere de
NEYMANN -PEARSON fixe la probabilité de fausse alarme
Py, et maximise la probabilité de détectidhy. Pour cal-
culer la probabilité de fausse alarme, il est nécessaire de
connaitrea priori la statistique du test de détection. Le
schéma de détection classiquement rencontré en radar est
le suivant :

HypothéseH, : x(t)
HypothéseH; : x(t)

n(t) + c(t)
s(t) +n(t)+c(t) (1)

Si on note papy,(r) la densité de probabilité de I'en-

(le théoréme central limite ne s’applique plus) mais & des veloppe du signal(t) complexe sous I'hypothédé, (hy-
lois possédant un nombre de degrés de liberté plus élevé pothese bruit thermique gaussien et fouillis (t) + c(¢)|),



pour une probabilité de fausse alarig, fixée, le seuil de
détectiord est donné par la résolution de I'équation :

+oo
Ppo = /0 Py (r) dr, @)

tandis que, en notanty, (r) la densité de probabilité de
I'enveloppe du signal noyé dans le brisitt) +n(t) +c(t)],
la probabilitéP,; de détection est donnée par le calcul de :

+oo
Py = /9 P, () dr. ®)

Sous I'hypothése d'une densité de phase uniforme entre
les voies | et Q en quadrature du signdt) recu, il est
possible de lier la densité de probabilité de I'enveloppe
du bruit plus la cible avec celle de I'enveloppe du bruit seul

Soit un processus aléatoire complexe, de partie réelle
a(t) etde partie imaginairk(t). Ce bruit est caractérisé par
une densité bidimensionneli&a, b) ou, de maniere duale,
par une fonction caractéristique(u,, uz) dite cohérente
transformée de Fourier bidimensionnelle®é:, b) :

“+oo “+o0
C(uy,uz) = / / P(a,b) e atuzb)qq b (4)

Cette fonction caractéristique peut se mettre sous la
forme d'une fonctionnelle dg = \/u? + u3, dite cohé-
rente radiale sous I'hypothése d'une densité de phase uni-
forme ps(a = arctan(b/a)) = 1/2x, indépendante de
celle de I'enveloppey,.(r Va2 + b?). Ainsi, on peut

écrire
P(a,b)dadb = ps(a) pr(r) dadr,

et:

27 “+o00 )
co) = [ et | [ mrer ] o
0 0
“+oo 1 2 )
= / pr(r) |:_/ elPr cos ad()[:| dr

0 21 Jo

soit,

—+o0
Clp) = / pre(r) Jo(pr)dr, (5)

avec Jo(z) fonction de Bessel d'ordre 0. En inversant la
formule (5), on peut exprimer,(r) & partir deC(p) :

+oo
pr(r) /0 rpC(p) Jo(pr)dp (6)

Dans notre cas, oti(t) = s(t) + n(t) + ¢(t), on obtient
grace ala formule précédente :

+oo
pH, (1) = / 7pCsintc(p) Jo(pr)dp
0

Le signals(¢) étant indépendant du bruift) + ¢(¢), on a
Cs-i—n+c(p) = Cs(p) Cn+0(p)'

Dans le cas oA est déterministep,.(r) = d(r —
(6(.) étant la distribution de Dirac) et, d’aprés (6)(p)
Jo(p A). On obtient alors :

A4)

+oo +oo
pr, (r/A) = / / r0.Jo(p7) Jo(py) Pro (v)
Jo(p A) dy dp, (7)

Dans le cas d’'une cible de loi de fluctuatignsd, Ao)
(ol A2 est la puissance moyenne des fluctuations), on in-
tegre la relation précédente sird, Ap) eton a:

X

PH, (T)

+oo “+oo
/0 /0 rpJo(pr) Jo(py) PH, (¥)

X

—+oo
[/ Jo(p A) p(A, Ao) dA| dydp (8)
0

Cette relation est trés importante, car la seule détermi-
nation de la densité de probabilité de I'enveloppe du bruit
seul permet d’'en déduire les expressions de la densité
d’enveloppe du bruit + la cible, puis a I'aide de (2) et (3) de
calculer le seuil de détecticghcorrespondant &, fixée
etla probabilitéP, de détectes(t) dans le bruit(¢)+c(¢).

lIl. DESCRIPTION de la METHODE
des APPROXIMANTS de PADE

Pour une variable aléatoirB de densité d’enveloppe
p(r), de fonction génératrice de moments(u)

E(e "), on a®(u) Zu "

) n ’[’L! L
n>0

les moments d’ordre de R. La théorie des approximants

de Padé [5, 6] consiste a construire une approximation de

®(u) sous forme de fraction rationnelle dont le dénomina-

teur et le numérateur sont respectivement de d@grét

L, de telle sorte a ce que son développement en puissance

croissante coincide a I'ordreavec celui deb(u) jusqu’a

I'ordre L 4+ M. En notant paP!“/M](v) cette approxima-

tion, on a, par définition :

ou u,, désignent

L
Z anu"
n=0

M
Z bp u”
n=0
ou les coefficientga,, } et{b, } sont définis pour qu’on ait
'égalité :

L
n
Z an U L+M

n=0 — Z cn u™ _|_O(uL+]M+1)

M
b n=0
§ n

n=0

PEM(y) = (9)

(10)

La notationO (uL+*+1) signifie simplement que I'on né-
glige les termes de puissance strictement supérielire-a



M. Pour déterminer les deux jeux de coefficiefig } et
{bn }, il suffit d’égaler les coefficients

L+M

Zb u"™ Z Cn U

La condition d’'égalité des moments détermine dans un pre-
mier temps les coefficienfd,, }, puis{a, } par multiplica-
tion. En imposanby, = 1, on obtient I'’équation matricielle
suivante poufb,, } :

L
= Z anu™ + O(ul MY (11)
n=0

D obucroni; = —cr4j 1<j<M (12)

n=1

qui peut se mettre sous la forme matricielle plus lisible :

CL—M+1 CL
CL—M+k CL+k—1 b =- ¢ (13
cr CL+M—1
N T
Ouh: (bM7"';bk:7"')b1) ,
g , T
etc = (coy1," ", CLykt1," " CL+M)

Les coefficients du numérate{u,, } sont alors détermi-
nés par (11), ce qui revient a effectuer un produit de convo-
lution entre les coefficient®,, } et{c,} :

min(M,j)

(Ij = Cj -+ E bz iji
i=1

La détermination des coefficients,, } et {b,,} constitue
L' APPROXIMATION DE PADE A 1 POINT de la fonction
génératrice de moments.

0<j<L (14)

Il est désormais possible de calculer trés simplement la
densité de probabilité et la fonction de répartition de la va
riable R par transformée de Laplace inverse, dés lors que
la fonction génératrice de moments peut se mettre sous la
forme d’une fraction rationnelle du type (9), décomposée
en éléments simples :

M

=2

k=1
En supposant quE[L/M](u) n'ait que M podles simples
{ay} distincts et a partie réelle négative, les expressions
de la densité de probabilité et de la fonction de répatrtition
s'écrivent :

)\k
u —

L/M

Re(ar <0)  (15)

M
pr) = ) Ape™” (16)
k=1
M A
F(r) = 1+,;1a_ke (17)

Dans le cas de péles d'ordre multiple, il est possible de
généraliser les calculs pour I'obtention d'expressions
similaires.

Le réglage des parameétréset M nécessaires a la dé-
termination des coefficient$a,,} et {b,} se fait selon

le signe de la partie réelle des pdles (changement
de valeurs si elle n'est pas négative). Il a également été
montré [7] que les approximationdiagonales(cas ou

L = M) etsubdiagonalegcas ouL = M — 1) sont les
plus performantes, d'aprés des tables comparatives &sabli
selon différents valeurs de ces parametres.

IV. APPLICATION & la DETECTION

A. CIBLE NON FLUCTUANTE

Dans le cas d'une cible non fluctuante d'enveloppe
constantes(t)| = A noyée dans un bruit supposé inconnu,
mais dont la statistique de test, (r) est entiérement dé-
terminée par les deux jeux dé coefficients{ A} et{ax}
grace a la méthode des approximants de Padé, le calcul du
seuil de détectiofl a Py, fixée est la résolution de I'équa-
tion suivante, réalisée numériquement par une recherche de
zéros par la méthode de Newton :

M A
Py = — 2k o 0
fa Z o (& ) (18)
k=1
et la probabilitéP; de détecter la cible devient
+oo M
Jo(pA) Ji(pb)
szl—/ A 0—————"dp, (19)
0 Z Vpr+ai P

k=1

ou J,(z) estla fonction de Bessel d’ordre et ou les cal-
culs des deux intégrales suivantes sont tirées de table [8] :

1
PP+ o

+oo
/ Jo(py) e ¥dy
0

et
f 0
/ rJo(pr)dr == Ji(p0).
0 P

B. CIBLE FLUCTUANTE

Par cette méthode, il est également possible de prendre
en compte les fluctuations de la cible, en modélisant la loi
p(A, Ap) (ou A3 estla puissance moyenne des fluctuations)
comme (16), qui peut-étre entierement déterminée par deux
autres jeux deV coefficients{~;} et {4;}, calculés pour
A% = 1. De ce fait, il est possible d’en déduire une estima-
tion générale pour toute valeur dig, a partir de cette pre-
miére estimation et d’'un changement de variable simple.
Elle s’écrit :

N
(A, Ao) =Zz— o5 A (20)



On obtient alors, apres intégration de (19) sguselon
(20), et avec le méme sedilcalculé avec (18) :

Pd—l— AkrYZ ejl(pa) dp7
0 2 Z Ao 5
k=1 1i=1 p2 + Oéz p2 + A_l2

(21)

Cette expression est un résultat important car elle permet
de calculer toute performance de détection radar (d’enve-
loppe), pour une cible de comportement quelconque noyée
dans un bruit totalement inconnu. La méthode par modéli-
sation paramétrique réduit les temps de calculs nécessaire
a I'évaluation deP;, puisque (21) ne comporte plus qu’une
seule intégrale généralisée suivie de deux sommes finies
alors que son évaluatiodirecteen remplagant (8) dans
(3) aurait fait apparaitre une triple, voire une quadruple
intégrale généralisée.

V. EXEMPLES de RESULTATS

et I'expression deé°; pour une cible d’enveloppe constante
S'écrit :

—+o00
szl—/ gw
o (1)

Afin de tester I'expression la plus générale (21), nous
allons considérer comme fluctuations de la ciltleune loi
de Swerling |, qui a pour densit A, Ay) (de puissance
A?):

dp.  (23)

_ 24 a3

A3
En intégrant alors I'expression (23) sdrselonp(A, Ay),
I'expression théorique de la probabilité de détection d’'un
cible fluctuant selon une loi de Swerling | noyée dans un

p(Av AO)

" bruit K-distribué de paramétre = 0.1 et de puissance

unité s'écrit :
+oo T (p0)e—r As/4
P=1— / 0 1(p)+25
0 (14 p2/0%)
La figure 1 illustre des tracés de courliég/ Py, pour un
rapport Signal a BruitRSB = A3/c?) variant de 10 a 50

dB, alors que la figure 2 expose des tracés similaires, ob-
tenus par simulation puis estimation par approximants de

dp. (24)

Cette méthode, aprés avoir été testée avec succes surPadé. Pour simuler des variables suivant une K-distributio

des signaux synthétiques, a été utilisée pour évaluer les

(de puissance? 1), il suffit de simuler des variables

performances de détection d’un radar a partir de relevés de gaussiennes dont I'écart-type suit une loi gamma (d’aprés

fouillis de sol issues d’expérimentation de 'ONERA. Elle

la théorie des SIRP [9], [10]). La loi de Rayleigh pour les

a ainsi permis de comparer ces résultats a ceux obtenus fluctuations de la cible (Swerling 1), est I'enveloppe d’un
sous hypothese généralement retenue d’un bruit gaussienbruit gaussien complexe. L'approximation par Padé de

complexe, rendue ici irréaliste,’, fixée.

A. SIGNAUX SYNTHETIQUES

Pour illustrer notre propos, la méthode a été testée sur un
bruit de nature trés éloignée d’un bruit gaussien, de d&nsit
d’enveloppe K-distribuée de puissangg = 1, de para-
metre de formes = 0.1, et de paramétreé = 2,/
21/0.1, de densité de probabilité :

(%)”K%mmm

de fonction de répartition

2b
I'(v)

(1) =

oo Ku(br),

et de fonction caractéristique cohérente radiale

e (1+2)”

ou K, (x) est la fonction de Bessel modifiée de deuxiéme
espece.

Le seuil théoriqud de détection dans un tel bruit est donné
par la résolution de :

Pjo=1-F(6), (22)

ces fluctuations ne nécessite en fait qu’'un seul calcul des
coefficients §;} et { §;} pour toutes les valeurs du rapport
signal a bruit (de 10 & 50 dB); la loi est déduite a chaque
RSB selon celle de référence po®SB = 0 dB (qui
correspond a une puissandg = 1).

Il est clair aux vues de cette comparaison, que la
méthode donne d’excellents résultats, ce qui prouve la trés
bonne qualité de I'approximation.

B. SIGNAUX REELS

Le signal réel analysé ici correspond a du fouillis de forét
enregistré spatialement dans = 246 cases distance de
0.5 m (cf figure 3). Par commadité, la puissance du bruit
a été normalisée a un. La fonction génératrice de moments
calculée en estimant classiquement les différents moments

N
des données; (ji, = % 7; x') prend la forme :
1—0.7652u + 0.5u* — 0.2877u> + 0.1431 v*
—0.06229 u® + 0.02408 u° — 0.008382 "
+0.00265 u® — 0.0007672 1 + 0.0002043 ©'°
—0.0000503 't (25)
L'approximation de Padé a I'ordré/6] donne la fonc-

tion rationnelle suivante (aprés décomposition en élément
simples) :

D(u)



Courbes théoriques

10 15 20 25 30 35 40 45 50
Rapport Signal a Bruit

FIG. 1 — Présentation des courbes théoriques de détection

pourPs, = 1073,107%,107°,1075, 1079 : cible fluctuant
selon une loi de Swerling | dans du bruit K-distribué-£
0.1) de puissance unité

Courbes obtenues par Padé

10 15 20 25 30 35 40 45 50
Rapport Signal a Bruit

FiIc. 2 — Présentation des courbes de détection f
Pr, = 1073,107%,1075,1075,10~° obtenues par simu
lation puis estimation par approximants de Padé pour
cible fluctuante selon une loi de Swerling | dans du bi
K-distribué ¢ = 0.1) de puissance unité

6
PR/ () =3 A (26)

g 4Tk
avec
Midrepg = (842371024445
—0.035157 4+ 0.038976 ¢;
—8.953 + 48.34 1) @7)
{an}pepg = {-2:823+1.93824;

—1.2425 £ 3.153;
—3.2174 4 0.63591 i} (28)

La figure 3 montre la densité de probabilité obtenue
grace aux approximations de Padé. Sur la derniere courbe,
I'enveloppe du bruit a été tracée et on peut se rendre
compte des différences notables entre les deux seuils de
détection calculés pour une méme probabilité de fausse
alarme deP;, = 1076 : le premier,f; = 6.47 calculé
par résolution de I'’équation (18) correspond au véritable
seuil de détection de ce bruit et I'autte,= 3.71, au seuil
classique obtenu dans le cas de I'hypothése gaussienne.

Pour calculer les performances théoriques de détection
d’enveloppe d’une éventuelle cible d’enveloppe constante
et non fluctuante noyée en amplitude et phase dans ce bruit
complexe (normalisé ici a la puissance unife = 1), la
probabilité de détection de I'expression (19) a été calcu-
Iée numériguement pour différents rapports signal a bruit
A?%/o?. Lafigure 4 montre ainsi les performances obtenues
par rapport a I'hypothése gaussienne (I'enveloppe suivant
une loi de Rayleigh).

a) Enveloppe du fouillis de sol analysé
10 T T

Seuil réel
— — — Seuil hyp. gaussienne

0,26.47
Seuils de détection 4 Pla=10"6 '

Enveloppe

50 100 150 200
Cases Distance

b) Densité de probabilité du fouillis de sol
14F T T T T T T 3

1 | | | | |
0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6
Niveau de I'enveloppe

FiG. 3 — Résultat d’approximation obtenu sur bruit réel de
fouillis de forét

VI. CONCLUSION



Comparaison entre probabilités de détection
1 T T T T =

Données réelles
— — — Hyp. gaussienne

(2]

| 3]
[4]

[5]

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

SIB (dB) [6]

FIG. 4 — Comparaison entre les performances de détection
dans un bruit réel (fouillis de forét) et un bruit complexe
gaussien (d’enveloppe Rayleigh) de méme puissance pour [7]
unePs, = 107°

(8]

Ce papier propose une méthode de modélisation par
un petit nombre de paramétres de la vraie densité de 9]
probabilité d'un processus complexe a partir de sa fonction
génératrice de moments, mise sous forme d’'une fraction
rationnelle. Elle rappelle les méthodes de modélisation
de densité spectrale AR, ARMA, et permet de simplifier
considérablement les calculs pour 'analyse des perfor- [10]
mances de détection d'un radar. Elle nécessite (entre
autres) I'estimation des moments d’'ordre supérieur des
données, et a cet effet, plus on dispose de données,
meilleure sera cette estimation, puisqu’on peut montrer
gu’asymptotiquement l'estimégi,, tend vers p,. Ce
probléme n’a pas été abordé ici, puisque soit un nombre
suffisant de variables a été simulé pour prétendre a des es-
timations de bonne qualité, soit les expressions anakytiqu
des moments ont été utilisées.
La mise en place d'un processus de stabilisation pour les
approximants de Padé pourra également faire I'objet d'une
autre étude.

Une autre approche du probléme consisterait en I'élabo-
ration d’un détecteur optimum, ou méme sous-optimum,
ce qui permettrait, par utilisation de la théorie des SIRP
[9, 10], de prendre en compte d'éventuelles corrélations
spatio-temporelles du vecteur bruit, ce qui n'a pas été
supposé ici, I'étude étant réalisée sur une seule impulsion
de bruit.
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