
?ºJ«TJ³T $­«Æ­ӃÄ ­«JӃ 6XÄ³JӃ 6XºÇ­³¦´ Ǝ$66´Ə XÈNXӃ  « Æ ´ ­« MÄº ӃJN¦ J N³  NJӃ °³­°X³ºÉŷ ?| xƈ

(²Ä ÆJ³ J«NXŸ

A|X ;³­MӃXªŷ A³JT  ­«JӃ T­Ç«´Jª°Ӄ «z Ǝ5JÈ;­­Ӄ «zŵ ´º³ TXT N­«Æ­ӃÄ ­«Ə M³XJ¦´

´| xƈX²Ä ÆJ³ J«NXŸ  ´| x  «  «°Äº T­X´ «­º ³X´ÄӃº  « J °³­°­³ ­«JºX ´| x  « ­Äº°ÄºŸ

A|X $­«ºXÈºŷ $³ÄN JӃ Z­³ N­ª°ӃXÈƈÆJӃÄXT TJºJ Ӄ ¦X ? > Ǝ?É«º|X N  °X³ºÄ³X >JTJ³Ə ­³ 5>.ŵ

Ç|X³X °|J´X  «Z­³ªJ ­«  ´ Æ ºJӃŸ

A|X +J°ŷ A³ÄӃÉ ´| xƈX²Ä ÆJ³ J«º ªXº|­T´ ƎӃ ¦X 2;? Ɛ>­¤J´ƈ+­ªXÊ Xº JӃŸƑƏ XÈ ´ºXT ­«ӃÉ Z­³

³XJӃƈÆJӃÄXT «XºÇ­³¦´Ÿ

8Ä³ $­«º³ MÄ ­«ŷ FX XÈºX«T 2XJ³«JMӃX ;­ӃÉ°|J´X ?Jª°Ӄ «z Ǝ2;?Ə º­ $­ª°ӃXÈƈEJӃÄXT 6XÄ³JӃ

6XºÇ­³¦´ Ǝ$E66´Əŵ  «º³­TÄN «z «­ÆXӃ ӃXJ³«JMӃX °³­¤XN ­«´ Z³­ª C º­ RŸ

 ZÄ«N ­« f  ´ ´| xƈX²Ä ÆJ³ J«º  Z ´| x «z º|X  «°Äº z ³X´ÄӃº´  « J ´| xXT ­Äº°ÄºŸ *­³ªJӃӃÉŵ J
ZÄ«N ­« f : CN 7→ CM  ´ TN , {TM , I}ƈX²Ä ÆJ³ J«º Ǝ ŸXŸ ´| xƈX²Ä ÆJ³ J«ºƏ   Zŷ

∃T ∈ {TM , I}, ∀z ∈ CN , f (TNz) = Tf (z) , ƎǎƏ

Ç|X³X ∀n ∈ Z, TNv[n] , v [(n + 1) mod N ]  ´ J N ³NÄӃJ³ ´| xŸ

.«°Äº z 8Äº°Äº f (z)

?| xXT .«°Äº TNz >X´ÄӃº f (TNz)

 °°ӃÉ f
Ǝ$|J«zX ?|J°XƏ

 °°ӃÉ f

?| x TN

Ǝ5­ÆX ;­´  ­«Ə
?| x T

= Tf (z)

?ºJ«TJ³T °­­Ӄ «z  ´ J ´º³ TX ǎ N­«Æ­ӃÄ ­« ­Z ªJÈƄJÆX³JzX ­°X³Jº­³ Z­ӃӃ­ÇXT MÉ ´ÄM´Jª°Ӄ «z ­«

`ÈXT  «T NX´ ƎXŸzŸŵ 0, 2, 4, ...ƏŸ .Z º|X  «°Äº ´| x´ MÉ ǎŵ º|X ´Jª°Ӄ «z z³ T T­X´ «­º JTJ°ºŵ ӃXJT «z
º­ JӃ J´ «z J«T Ӄ­´´ ­Z X²Ä ÆJ³ J«NXŸ

;­ӃÉ°|J´X &XN­ª°­´  ­«ŷ FX TXN­ª°­´X º|X ´ z«JӃ  «º­ °­ӃÉ°|J´X N­ª°­«X«º´ Polyk(z)[n] =
z[2n + k]Ÿ A|X z­JӃ  ´ º­ JTJ° ÆXӃÉ ´XӃXNº º|X MX´º N­ª°­«X«º k MJ´XT ­« º|X  «°Äº N­«ºX«ºŸ

FX ´XӃXNº º|X T­Ç«´Jª°ӃXT ªJ° y = Polyk∗(z) Ç|X³X k∗  ´ N|­´X« Æ J J °³­MJM Ӄ ºÉ T ´º³ MÄ ­«

pzŸ A­ MX X²Ä ÆJ³ J«ºŵ º|X ´XӃXN ­« °³­MJM Ӄ ºÉ ªÄ´º ´J ´ZÉŷ

pz(K = π(k)|TNz) = pz(K = k|z)

FX °J³JªXºX³ ÊX º| ´ ´XӃXN ­« Ä´ «z J ´ªJӃӃŵ ´| xƈ «ÆJ³ J«º «XºÇ­³¦ fθ J«T º|X +ÄªMXӃ ?­xªJÈ

º³ N¦ º­ ªJ¦X  º T ]X³X« JMӃXŸ

ǎ >Ÿ >­¤J´ƈ+­ªXÊ Xº JӃŸ Ž2XJ³«JMӃX °­ӃÉ°|J´X ´Jª°Ӄ «z Z­³ ´| x  «ÆJ³ J«º J«T X²Ä ÆJ³ J«º N­«Æ­ӃÄ ­«JӃ «XºÇ­³¦´Žŵ 6XÄ³.;? ǏǍǏǏŸ

Ǐ  Ÿ $|JªJ« Xº JӃŸ ŽA³ÄӃÉ ´| xƈ «ÆJ³ J«º N­«Æ­ӃÄ ­«JӃ «XÄ³JӃ «XºÇ­³¦´Žŵ $E;> ǏǍǏǎŸ

ǐ $Ÿ A³JMXӃ´  Xº JӃŸ Ž&XX° N­ª°ӃXÈ «XºÇ­³¦´Žŵ .$2> ǏǍǎӅŸ

* zÄ³X ǎŸ ;³­°­´XT $­ª°ӃXÈƈEJӃÄXT (ÈºX«´ ­« ­Z 2;?Ÿ A|X «XºÇ­³¦ ӃXJ³«´ º­ ´XӃXNº º|X ­° ªJӃ °­ӃÉ°|J´X

N­ª°­«X«º Polyk Ç| ӃX ªJ «ºJ « «z X«Tƈº­ƈX«T T ]X³X« JM Ӄ ºÉŸ

FX °³­ÆX º|³XX ¦XÉ NӃJ ª´ XÈºX«TXT º­ º|X N­ª°ӃXÈ T­ªJ «ŷ

ǎŸ .Z ´XӃXN ­« °³­MJM Ӄ ºÉ pz  ´ ´| xƈ°X³ªÄºJ ­«ƈX²Ä ÆJ³ J«ºŵ º|X T­Ç«´Jª°Ӄ «z  ´

´| xƈX²Ä ÆJ³ J«ºŸ

ǏŸ 8Ä³ ӃXJ³«JMӃX ´N­³ «z ZÄ«N ­« fθ X«´Ä³X´ º| ´ °³­°X³ºÉŸ

ǐŸ ?ÉªªXº³ N Ä°´Jª°Ӄ «z Ǝ;CƏ ³X´º­³X´ X²Ä ÆJ³ J«NX Z­³ TX«´X °³XT N ­« ºJ´¦´Ÿ

C R

A|X +ÄªMXӃ ?­xªJÈ ³X²Ä ³X´ ³XJӃƈÆJӃÄXT Ӄ­z º´Ÿ FX ªÄ´º °³­¤XNº º|X N­ª°ӃXÈ ZXJºÄ³X´ C → R
Ç| ӃX °³X´X³Æ «z °|J´X  «Z­³ªJ ­«Ÿ

#J´XӃ «X´

5?­xªJÈƂ;?­xªJÈŷ 5XJ« ­³ ;³­TÄNº ­Z ?­xªJÈ J°°Ӄ XT º­ ³XJӃƄ ªJz «J³É °J³º´ ´X°J³JºXӃÉŸ

6­³ªŷ f (z) = |z|Ÿ 2­´X´ °|J´X  «Z­Ÿ

8Ä³ ;³­°­´JӃ

;­ӃÉ&XN Ǝ;­ӃÉ«­ª JӃ &XN­ª°­´  ­«Əŷ +X«X³JӃ ÊX´ º|X «­³ªŸ 5­TXӃ´  «ºX³JN ­«´ MXºÇXX«

>XJӃ ƎaƏ J«T .ªJz «J³É ƎbƏ °J³º´ Ä° º­ TXz³XX M ŷ

PolyDec(z) = PolyDec(a + j b) = β +
MX

m=1

mX
i=0

θm,i ai bm−i

52; ;³­¤XN ­«ŷ **66 Ç º| ­«X | TTX« ӃJÉX³ ­Z ´ ÊX ªJ°° «z [<(z), =(z)] → RŸ

$ӃJ´´ `NJ ­« Ǝ?ǎ?2$Ƌ$E&2Əŷ  ӃJ³zXƈ´NJӃX $ƈMJ«T ?X« «XӃƈǎ TJºJ´Xº N­«ºJ « «z ǏǓӄŵǒǓǎ

TÄJӃƈ°­Ӄ ӃX´ ƎSHH , SHV Ə ´XªJ« NJӃӃÉ J««­ºJºXT  «º­ Ǔ NӃJ´´X´ ƎXŸzŸŵ Ä³MJ«ŵ Jz³ NÄӃºÄ³Xŵ

ÇJºX³ƏŸ

>XN­«´º³ÄN ­« Ǝ 28?ƈǏ ?J« *³J«N ´N­Əŷ  « 2ƈMJ«T ZÄӃӃƈ°­ӃJ³ ªXº³ N  ªJzX Ǝ≈ ǎǍª

³X´­ӃÄ ­«Ə °³­NX´´XT J´ ǑǑŵǑǓӅ ӃX´ ǑƈN|J««XӃ  «°Äº´Ÿ

* «T ­Äº ª­³X |X³Xŷ

$ӃJ´´ `NJ ­« AJ´¦ Ǝ>X´6XºƏŷ

AJMӃX ǎŸ $ӃJ´´ `NJ ­« ­« ?ǎ?2$Ƌ$E&2Ÿ 6­ºX º|X ǎǍǍӆ $³Ÿ ?Ÿ

5­TXӃ AÉ°X 8 ƎӆƏ *ǎ ƎӆƏ $³Ÿ ?Ÿ ƎӆƏ

>X´6Xº 2;* Ǝ#J´XӃ «XƏ C ӅǎŸǒӄ ǓǐŸӄӅ ǔǐŸǒǍ

>X´6Xº  ;? Ǝ* ÈXTƏ C ӅǏŸǍǎ ǓǒŸǐǓ ǎǍǍŸǍ

>X´6Xº 2;? ;­ӃÉ&XN C ӅǎŸӄǐ ǓǐŸǒǍ ǎǍǍŸǍ

>X´6Xº 2;? 52; C ӅǑŸǔǓ ӅǍŸӄǏ ǎǍǍŸǍ

>XN­«´º³ÄN ­« AJ´¦ Ǝ Äº­(«N­TX³Əŷ

* zÄ³X ǏŸ >XN­«´º³ÄN ­« Ä´ «z  ( 2;* Ǝ#J´XӃ «XƏŸ E ´ÄJӃ N­ª°J³ ´­« ­Z ³XN­«´º³ÄN ­« ²ÄJӃ ºÉ ­« ;­Ӄ? > °|É´ NJӃ

°³­°X³ X´Ÿ

* zÄ³X ǐŸ >XN­«´º³ÄN ­« Ä´ «z  ( 2;? ;­ӃÉ&XNŸ E ´ÄJӃ N­ª°J³ ´­« ­Z ³XN­«´º³ÄN ­« ²ÄJӃ ºÉ ­« ;­Ӄ? > °|É´ NJӃ

°³­°X³ X´Ÿ

FX ´ÄNNX´´ZÄӃӃÉ XÈºX«TXT °³­ÆX« ´| xƈX²Ä ÆJ³ J«NX º­ $­ª°ӃXÈƈEJӃÄXT 6XÄ³JӃ 6XºÇ­³¦´Ÿ

;­ӃÉ&XNƄ52; ǹ 6­³ªŷ A|X ӃXJ³«JMӃX °³­¤XN ­« ӃJÉX³  ´ N³ÄN JӃ Z­³ ӃXÆX³Jz «z °|J´X

 «Z­³ªJ ­«  « º|X ´XӃXN ­« °³­NX´´Ÿ

A|X ªXº|­T  ´ ³­MÄ´º Z­³ $ӃJ´´ `NJ ­«ŵ ?XzªX«ºJ ­«ŵ J«T >XN­«´º³ÄN ­« ­« °|É´ NJӃ TJºJŸ
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