Analyse Temps-Fréquence Quadratique
IIT : La Classe Affine et Autres Classes
Covariantes
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Résumé : Les distributions temps-fréquence affines ont fait leur appari-
tion vers le milieu des années 80 avec I’émergence de la théorie des onde-
lettes. Construites sur le principe de covariance du groupe affine, un groupe
physique beaucoup plus général que celui des translations en temps et en
fréquence, elles étendent naturellement la théorie des distributions temps-
fréquence conventionnelles de la classe de Cohen pour la catégorie de signaux
dits "large-bande". L’objectif de ce chapitre est de présenter les différentes ap-
proches de construction et les outils associés proposés aux cours des derniéres
années et qui ont favorisé ’émergence de nouvelles techniques mathématiques
en traitement du signal : théorie des groupes, théorie des opérateurs.

Mots-clés : Temps-Fréquence Affine, Ondelettes.

1. Introduction Générale

La notion de représentation temps-fréquence affine a été introduite pour la
premiére fois en 1985 [BER 85| donnant lieu & ce que I’on nomme maintenant la
distribution affine unitaire. Cette distribution, construite initialement par to-
mographie, joue un role central dans I’étude des représentations affines. Dans
le méme temps et parallélement est apparue la théorie ondelettes, basée sur
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un méme formalisme de déformation des signaux : contraction-dilatations et
translation temporelle [GRO 84]. Il s’avére en fait que la transformation en on-
delettes est directement reliée aux représentations temps-fréquence affines par
une opération de lissage dans le plan temps-fréquence, ce qui confére a celles-ci
une grande importance dans 'analyse des signaux. D’un abord a priori com-
plexe, le premier mode de détermination ou de construction de ces distributions
est basé sur la théorie des groupes [BER 91, BER 92|, outil assez récent en
analyse de signal et qui n’a pas contribué a la méme popularité que présentait
létude des distributions de la classe de Cohen [COH 66]. Une deuxiéme ap-
proche [RIO 92], plus accessible, s’est basée sur une opération de lissage affine
des distributions de la classe de Cohen. Ce chapitre présente ces deux différentes
approches qui ont chacune leurs avantages et leurs inconvénients et qui sont &
la base de l’émergence de nouvelles techniques mathématiques en traitement
du signal.

2. Construction Générale de la Classe Affine

2.1. Bilinéarité des distributions

En suivant les lignes de construction de la classe de Cohen présentée au
chapitre [AUG 01], nous décrivons ici les principes qui permettent de définir la
classe affine des représentations bilinéaires temps-fréquence. Comme c’est le cas
pour la classe de Cohen, nous nous intéressons aux distributions énergétiques
des signaux, et les arguments développés dans le chapitre [FLA 01] justifient
le choix naturel (bien que non nécessaire) de formes bilinéaires sur le signal
analysé. Nous rappelons donc succinctement quelques uns de ces arguments.
Soit z un signal complexe de L?(%) et Z sa transformée de Fourier. L’énergie
de z est donnée par la norme quadratique suivante :

B, = / ()2 (1) dt = / 2(H)2*() df. (1)

Les représentations temps-fréquence énergétiques notées p. (t, f), se présentent
comme un intermédiaire hybride entre les deux distributions énergétiques que
sont la puissance instantanée P, (t) := z(t)z*(t) et la densité spectrale v.(f) :=
Z(f)Z*(f). En combinant les deux variables t et f, p. (¢, f) décrit (topographi-
quement) comment ’énergie de z se répartie dans le plan temps-fréquence. On
attend alors naturellement de ces distributions conjointes qu’elles conservent
I’énergie totale du signal

B = [[o..parar, (2)
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sans pour autant imposer que les distributions marginales de celles-ci, [ p.(t, f) df
et [ p.(t, ) dt, soient systématiquement égales a la puissance instantanée P, (t),
et a la densité spectrale 7, (f), respectivement.

Conformément aux chapitres [FLA 01] et [AUG 01], nous convenons d’écrire
ces distributions énergétiques bilinéaires sous une forme générique s’exprimant
indifféeremment & partir du signal en temps ou en fréquence selon

+o00 +o00
pz(t,f) = /7 B K(tl,tz;t,f) Z(tl) Z*(tg) dtl dt2 (3)

o0

+o0 +oo
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Dans ces expressions, z(t1) z*(t2) (respectivement Z(f1) Z*(f2)) est appelée la
partie utile du signal et K (t1,t2;¢, f) (respectivement I?(fl,fg;t,f)) est un
noyau arbitraire de paramétrisation caractérisant entiérement les propriétés de
la distribution p. (¢, f). Les deux formes K (t1,t2;t, f) et K(f1, fo;t, f) sont
reliées par la double transformation de Fourier :

Kﬁhbmfﬁj[/ﬁﬁhbﬁjﬁf%w““ﬁmdﬁdb- (5)

La contrainte de conservation de ’énergie spécifie un peu plus le noyau de
parameétrisation K qui doit alors vérifier la condition

//Kﬁhhmfﬂmfzﬂh—h% (6)

ou 6(t) est la distribution de Dirac.

Un exemple simple de représentation bilinéaire temps-fréquence est fourni
par le module carré d’une décomposition linéaire (projection sur la fonction
d’analyse g(u,t, f) centrée autour de la date ¢ et de la fréquence f), en effet

= [ [ et @) gt gttt ) i = pe. )

K(u,u'\t,f)

[ gt pau

(7)
C’est notamment le cas pour le spectrogramme (module carré de la transformée
de Fourier & court terme) qui appartient en I’occurrence a la classe de Cohen

[AUG 01].
2.2. Principe de Covariance

Pour isoler des sous-classes de solutions parmi ’ensemble des représenta-
tions bilinéaires possibles, on peut contraindre la structure du noyau arbitraire
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K paramétrant la forme générique (3), en imposant aux distributions de vé-
rifier certaines propriétés analytiques. Par exemple, la contrainte (6) garantie
déja que la distribution associée préserve ’énergie du signal analysé. Une autre
contrainte qui parait naturelle en traitement du signal est celle de covariance
des distributions relativement & certaines transformations subies par le signal.
Ainsi, si 'on désigne par 7 un opérateur quelconque de L?(%) — L*(#) agis-
sant dans ’espace des signaux et par T lopérateur associé agissant sur 1’es-
pace L(#?) des distributions bilinéaires temps-fréquence, imposer un principe
de covariance relativement & ces opérateurs se traduit par la commutativité du
diagramme suivant :

z = p.
i -
Tz = pr==Tp:. (8)

A un choix particulier de I'opérateur 7 (et de son dual 7A’) correspond alors
une classe de représentations p., solution du principe de covariance (8) associé.

2.2.1. Covariance par translations en temps et en fréquence

Un premier choix naturel en traitement du signal pour 'opérateur 7 est
celui des translations en temps et en fréquence car celles-ci jouent un role
central pour les systémes linéaires invariants en temps et les modulations de
frequence. Cet opérateur agit sur le signal selon Tz(t) = z(t — to) e =27 /fot et
son dual sur I’espace des représentations transforme p. suivant 7A'pz(t, f) =
p:(t —to, f — fo)- Quand on résout en p, le diagramme de covariance (8) asso-
cié, ’ensemble des solutions se réduit aux noyaux de la forme K (t1,t2;¢, f) =
K(ty —t,ty—1;0,0) e~ 27/ (ti=t2) " definissant ainsi la classe de Cohen des repré-
sentations temps-fréquence [COH 66] (voir aussi le chapitre [AUG 01]). Avec
cette forme particuliére de noyau ne dépendant plus que de deux variables,
Pexpression initiale (3) peut se réécrire sous la forme d’un double filtrage

po(t, ) = / / Wa(s,€) TI(s — £,€ — f) ds d, (9)

ou W, correspond & la distribution de Wigner-Ville

W.(t, f) == /z (t+ %) 2 (t— %) eI dr, (10)

et I provient de la reparamétrisation II(¢, f) = [ K (t + 7,t — 7;0,0) e~*"/7 dr.
Rappelons toutefois qu’il existe plusieurs formulations possibles de cette classe,
nous renvoyons a [FLA 93] pour une liste détaillée.
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2.2.2. Covariance par le groupe affine

Le changement d’échelle (dilatation/compression) est un autre opérateur a
I’origine d’une abondante littérature en mathématique, et qui depuis un passé
plus ou moins récent suscite un intérét croissant en analyse du signal. Tout
d’abord utilisé pour modéliser un certain nombre de transformations physiques
naturelles des signaux, comme ’effet Doppler, son usage s’est ensuite étendu
avec le développement des techniques d’ondelettes [GRO 84, MAL 89] et de
Panalyse fractale [MAN 68].

Reformulée dans le cadre temps (translation) et échelle (changement), la
covariance (8) qui nous intéresse repose alors sur le groupe affine noté A(a,b)
(a réel positif, b réel) de loi de composition interne (a,b) (a’,b') = (ad',b+ab’),
et dont Paction sur L?(#) est donnée par

T t — at+b (changement d’horloge)
2(t) — zep(t) =a"V?2 (a='(t - 1)) (11)
Z(f) — Zap(f) =ae P Z(a f).

Dans le plan temps-fréquence, la contrainte de covariance s’écrit alors

%1 Pz(taf) — pza,b(taf):pz(a_l(t_b)vaf)- (12)

Remarque 1. Comme nous l’avons dit, les opérateurs du groupe affine (chan-
gement d’échelle et translation en temps) permettent de décrire mathématique-
ment ’effet Doppler da & I’émission d’une onde par une source en déplacement,
et le temps de propagation de cette onde jusqu’a la cible. Dans le cas limite
des signaux & bande étroite, on peut cependant approximer au premier ordre
Peffet de la dilatation (ou de la compression) par une simple translation fré-
quentielle du contenu spectral de I’onde émise. Suivant ce méme raisonnement,
on peut alors s’attendre & ce que les représentations p. (t, f), solutions du prin-
cipe de covariance affine (12), se comportent en limite bande étroite comme des
distributions de la classe de Cohen. &

Remarque 2. Appliquons la transformation affine (11) (b = 0) & une fonction
monomodale ¥(f) localisée dans espace de Fourier autour d’une fréquence
arbitraire fo > 0 : la version dilatée (ou comprimée) a'/2¥(af) se localise
autour de la fréquence f, = fo/a > 0. Ainsi, lorsque le paramétre d’échelle a
varie contintiment entre zéro et 'infini, la fréquence modale f, explore entie-
rement I'axe %7 des fréquences. Cet exemple montre en fait qu’il est légitime
de faire correspondre au paramétre d’échelle a une fréquence caractéristique f,
strictement positive, moyennant ’identification formelle a = fo/ f,. Cette iden-
tification pourra également sous certaines conditions [RIO 92], s’étendre aux
représentations temps-fréquence p. (t, f) covariantes par les transformations du
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groupe affine (11), dont certaines s’interprétent tout aussi bien comme des re-
présentations temps-échelle p.(t,a). On passe alors de 'une a l’autre de ces
écritures en posant, sans perte de généralité, fo = 1, a = 1/f, et en n’oubliant
pas la mesure associée da = df/f?. Attention pourtant, cette identification
n’est pas sans conséquence sur la définition (4) des formes bilinéaires affines
dont il convient & présent de limiter les bornes d’intégration au quart de plan
P} X R).

De la méme facon on pourrait établir & partir de la formulation temporelle de
Popérateur de dilatation (11) (b = 0), une correspondance formelle entre le
parameétre d’échelle a et un temps caractéristique t = atg > 0 (tp > 0 étant
choisi arbitrairement comme origine des temps). &

2.3. Classe Affine des représentations temps-fréquence

Le principe de covariance affine étant posé, il s’agit & présent d’identifier
parmi l’ensemble des formes bilinéaires (3) ou (4), les représentations temps-
fréquence covariantes par translation en temps et changement d’échelle. La
classe affine des représentations temps-fréquence qui résulte de cette restriction
a été étudiée, sensiblement & la méme période, par deux équipes [BER 85,
BER 92] et [FLA 90, FLA 91, RIO 92], et suivant deux approches originales et
indépendantes. Mais, bien que les résultats obtenus dans les deux cas procédent
de motivations relativement éloignées, ce qui les distingue tient essentiellement
a un choix initial arbitraire de paramétrisation du noyau K. Nous avons pris
ici le parti de reproduire ces travaux dans un cadre unifié, tout en n’hésitant
pas, chaque fois que cela est nécessaire, & adopter la paramétrisation qui soit
se préte mieux a 'interprétation d’un résultat, soit ouvre une perspective plus
générale.

Reprenons alors la transformation affine (12) dans laquelle on développe
p-(t, f) sous sa forme générique fréquentielle (4). La contrainte de covariance
se traduit au niveau du noyau K par 1’égalité

N N t—b )
K(fl:f?ataf):a’K <a’f17af27 7a’f> elQﬁb(fl_fZ)'
a
Cette égalité doit étre vérifiée pour toute valeur de b et de a, et donc en parti-
culier pour b=t et a = 1/f (on utilise I'identification a = fy/f avec fo = 1)

= Lo(fi fo 2t (f1—
K(f17f27tﬂf):_K(_7_7071 eZﬂ—(fl f2)
f\rr
Cette relation montre que le noyau K se réduit & une forme ne dépendant
plus que de deux variables (au lieu de quatre) que 'on notera par la suite
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K (f1,[2;0,1) = K (f1, f2)- En reportant le noyau ainsi déterminé dans la forme
générale (4), on obtient alors le résultat suivant :

La classe affine [BER 91, RIO 92] désignant l’ensemble des représentations
bilinéaires temps-fréquence covariantes par translation en temps et changement
d’échelle est définie par la forme paramétrique suivante

- > fi (12 2inf t (fi—f2)
pen)=1 [ [ K(fl,fg)Z(fof>Z <f0f>e dfldﬁ,g)

00 I?(fl, f2) est un noyau symétrique, I?(fl, fo) = I?(f2, f1), et réel. Sans perte
de généralité, on posera par la suite fo = 1.

Encore une fois, rappelons qu’il existe d’autres paramétrisations possibles
de cette classe. Par exemple, si I’on introduit le nouveau noyau

¢(g,y):f?(y_§,u+g>, €| < 2v, (14)

Pexpression (13) devient

pttn)=1 [ 2:” e v) 7 (f (u - g)) 7 (f (u ; g)) e=2TElt ¢ dy,
(15)

A cette autre formulation de la classe affine, on peut associer trois autres écri-
tures corollaires, faisant usage pour cela de transformations de Fourier partielles
sur les variables du noyau (¢, v) [FLA 93]

bEw) = / M(u, v) e 76" du, (16)

[ oten e an, a7)
// F(u,7)e”2mEu=rn) qy dr. (18)

Selon la paramétrisation retenue (fréquence-fréquence (14), temps-fréquence (16),
fréquence-temps (17) ou temps-temps (18)), les versions de (15) correspondantes
(quoique formellement équivalentes) sont autant d’interprétations possibles de
la classe affine. Ainsi, 'expression de la classe affine construite sur le noyau
temps-fréquence I(u,v) met en lumiére le role central de la distribution de
Wigner-Ville (10) puisqu’alors

po(t, f) = //WZ(U,V)H (f(u—t),%) du dv. (19)
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L’opération de corrélation affine qui appara” dans cette expression appelle
plusieurs remarques. Tout d’abord, elle montre que la distribution de Wigner-
Ville est elle-méme une distribution de la classe affine, pour laquelle II(u,v) =
d(u)d(v—1). Appartenant par ailleurs a la classe de Cohen (9), la distribution de
Wigner vérifie ainsi des propriétés de covariance relative & une extension a trois
paramétres du groupe affine : translation en temps, translation en fréquence
et changement d’échelle. Un calcul élémentaire montre ensuite que seule la
covariance affine est naturellement préservée par cette corrélation affine :

//Wz (“_ au> I (f(u—t),%) dudv
/ W.(u',v') (af(u’—t_b> a})d dv'

= p.(a Mt —0),af).

Pza (t, f)

Il n’est donc pas surprenant que toute distribution p, résultant du filtrage affine
de la distribution de Wigner par une quelconque fonction de paramétrisation IT
appartienne systématiquement & la classe affine. Par contre, on peut s’étonner
de la réciproque selon laquelle toute distribution de la classe affine peut s’inter-
préter comme un filtrage affine de la représentation de Wigner. Il convient alors
de souligner deux points. D’une part, ’arbitraire dans le choix de la nouvelle
paramétrisation (14) pourrait tout aussi bien aboutir sur une autre distribu-
tion génératrice de la classe affine. A cet égard, non seulement la distribution de
Wigner ne joue pas un role unique, mais on peut montrer [FLA 93] que toute
distribution affine p, (¢, f) en correspondance bijective avec le signal analysé,
peut engendrer la classe affine suivant un schéma similaire & celui de la relation
(19). D’autre part, il n’existe aucune restriction a priori sur la structure du
noyau II, ce qui laisse une liberté de choix bien au deld du cadre des noyaux de
lissage (type passe-bas). Comme nous le verrons en particulier, certains noyauz
bi-fréquentiels localisés (structures oscillantes) correspondent & des éléments de
la classe affine qui, par leurs propriétés, sont trés éloignés de la distribution de
Wigner.

La fonction d’ambiguité bande-étroite (ou fonction d’ambiguité de Wood-
ward [WOO 53]) est liée a la distribution de Wigner par une double transfor-
mation de Fourier

A& ) = /z (u + %) z" (u - %) 2T qy, (20)
/ W.(t, f) eI g df. (21)

Cette autre forme quadratique sur le signal donne lieu & une nouvelle définition
canonique de la classe affine, duale de (19), et mettant en scéne la version
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fréquence-temps (17) du noyau de paramétrisation

putt.5) =1 [ [ aemo (§ fr) em2imEl g dr. (22)

Enfin, citons une derniére écriture équivalente de (19) :

p.(t, )= f//a: (u+ %) z* (u— %) F(f(u—t),fr) dudr. (23)

Basée sur 'expression temps-temps (18) du noyau de paramétrisation, celle-
ci révele le lien qui existe entre les représentations temps-fréquence affines et
une fonction de corrélation locale du signal. En effet, si pour fixer les idées on
suppose le noyau F'(u,7) de type passe-bas suivant la variable u et oscillant
dans la direction de 7, on peut interpréter l'intégrale

7z(7—;t7f):fm(u+%) z* (u_%) F(f(u_t))fT) du:

comme un estimateur & fenétre glissante (ou & court-terme) de la fonction
d’auto-corrélation du signal x. L’intégrale oscillante portant sur la variable 7
s’identifie quant a elle & un filtrage passe-bande (de méme nature qu’une trans-
formée de Fourier) appliqué a cette fonction d’autocorrélation locale. Le carac-
tére affine de ces spectres évolutifs, et ce qui les distingue des représentations
temps-fréquence de la classe de Cohen, tient au paramétre f en préfacteur des
variables du noyau de convolution F'(u,7). Celui-ci introduit une dépendance
fonctionnelle entre les caractéristiques de l'estimateur (résolutions en temps et
en fréquence) et 1’échelle d’analyse 1/ f.

3. Les Propriétés de la Classe Affine

Quelle que soit la forme paramétrique retenue pour la définition de la classe
affine, nous allons montrer au travers de quelques exemples, qu’'imposer une
propriété sur p se traduit toujours en termes de contrainte structurelle sur le
noyau de paramétrisation. Grace a cette correspondance, il devient relativement,
facile d’isoler au sein de la classe affine les distributions vérifiant une combi-
naison donnée de propriétés souhaitées en résolvant le systéme de contraintes
associées. Notons toutefois que certaines de ces conditions d’admissibilités sur
le noyau pouvant s’exclure mutuellement, le systéme peut ne pas avoir de so-
lution, signifiant ainsi qu’il n’existe pas de représentation temps-fréquence de
la classe affine satisfaisant au cahier des charges défini.

En retenant au cas par cas la paramétrisation se prétant le mieux a 'inter-
prétation du résultat, nous présentons maintenant quelques exemples de couples
propriétés-contraintes (on pourra se reporter a [BER 92] et [RIO 92] pour une
liste plus compléte de ceux-ci).
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3.1. Energie

La contrainte (6) garantissant que les formes bilinéaires génériques conservent
I’énergie du signal, peut étre précisée dans le cadre affine. Ainsi, les distri-
butions p, de la classe affine vérifient la condition de conservation d’énergie

[[ p=(t, f)dtdf = E., si et seulement si le noyau associé satisfait la relation
/ ‘Z’('O"") dv = 1. (24)
v

3.2. Marginales

Sans débattre des problémes que souléve entre autres la non positivité des
représentations temps-fréquence, on peut comme pour la classe de Cohen, in-
terpréter les distributions affines vérifiant (24) comme des densités (au sens
probabiliste) d’énergie. La densité spectrale ,(f) (resp. la puissance instan-
tanée P,(t)) étant également une distributions fréquentielle (resp. temporelle)
de P’énergie de z, on peut désirer que l'intégration des distributions temps-
fréquence p.(t, f) selon la variable temps (resp. fréquence) coincide avec la
distribution marginale -y, (resp. P,). Dans chacun de ces cas, il existe alors une
contrainte structurelle associée au noyau de la distribution :

marginales en fréquence :

/ pot, At = (f) & $(0.0) =dw—1) (25)

marginales en temps :
[rtnas=rwm « [o (§f) af = 5(r) (26)

Par définition, il suffit que 'une des deux marginales soit exacte pour en-
trainer automatiquement la propriété de conservation d’énergie.

3.3. Unaitarite

Les distributions de la classe affine sont des applications bilinéaires de I’es-
pace vectoriel L? (%, dt) t une dimension des signaux d’énergie finie vers I'espace
vectoriel L' (272, dt df) a deux dimension. Chacun de ces espaces est muni d’un
produit scalaire (et d’une mesure de Haar associée), et bien qu’il ne puisse exis-
ter d’application (méme non-linéaire) mettant en correspondance bijective ces
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deux espaces, il est possible d’identifier, dans le cas présent au sein de la classe
affine, des distributions qui laissent invariantes les distances en préservant les
produits scalaires de chacun des espaces. Pour ces distributions, dites unitaires
ou encore isométriques, on a alors I’égalité suivante :

2

[ [ pat. 1oty s = \ [tz (27)

laquelle entraine en particulier la conservation de ’énergie (I'implication ré-
ciproque étant clairement fausse). Partant de la formulation (22) de la classe
affine, celle-ci implique alors la condition sur le noyau de paramétrisation :

P [o(Sr) o (Sor)ar=str-m) e (28)

On vérifie aisément que le noyau associé i la distribution de Wigner
M(u,v) = (u) - 6(v — 1) 7 $(E,7) = e 277,

vérifie cette condition.

L’égalité (27), appelée encore formule de Moyal [MOY 49], est une passe-
relle mathématique intéressante, qui permet de transposer en bloc I’ensemble
des résultats établis en théorie du filtrage linéaire (Wiener, adapté,...) a les-
pace des représentations temps-fréquence. A titre d’exemple, considérons la
transformation linéaire

1 —t *
T, (t,a) = —/Z(u)i/l (_u ) du, (t,a) € Z X X%, (29)
a a F
avec 1), une fonction oscillante telle que [ (t)dt = 0, et raisonnablement

localisée en temps et en fréquence (dans la limite du principe d’incertitude
de Gabor-Heisenberg). Nous allons montrer que la puissance instantanée en
sortie de ce filtre, bien connu dans la littérature sous le nom de transformée
en ondelettes continue, appartient a la classe affine des représentations temps-
fréquence. En effet, en appliquant la formule de Moyal (27) & la distribution de
Wigner (ou a toute autre distribution unitaire de la classe affine), et en faisant
usage du principe de covariance affine (12), il vient

T, <t,a = %)

= //WZ(’U,,V) Wy, (u,v)dudy

// W (u,v) Wy <f(u b, %) dudv, (30)

2

S:(t, f)
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ot ’on reconnait sans peine un cas spécifique de forme paramétrique (19) avec
II = Wy. On appelle scalogramme la distribution affine S, ainsi définie.

Enfin, soulignons que pour intéressante qu’elle soit la propriété d’unita-
rité est trés structurante, et se paie souvent par ’exclusion d’autres propriétés
théoriques, et souvent aussi par un manque de lisibilité/interprétabilité des
représentations associées.

3.4. Localisation

L’étude de transitoires et plus généralement l’identification de structures
trés localisées dans le plan temps-fréquence, a sans aucun doute été un élément
moteur dans le développement des techniques d’analyse temps-fréquence. A
cet égard, on peut donc motiver le choix de représentations qui respectent la
localité temporelle (respectivement fréquentielle) d’une impulsion temporelle
(respectivement d’un signal harmonique pur). Pour chacun de ces deux cas, on
écrit, alors :

localisation en temps Ziy(f) = e~ = pu(t, f) = 30t —to),
localisation en fréquence Zy (f) =4d(f — fo) — p:(t, f) =3(f — fo),

correspondant respectivement aux conditions suivantes sur le noyau K de la
paramétrisation :

localisation en temps <> /I?(flafl —fo)dfi = 1, (31)

localisation en fréquence <« I?(f, f)=4f—-1). (32)

Bien que ce ne soit pas la seule dans ce cas, la distribution de Wigner (10)
définie sur les signaux réels?, vérifie ces deux conditions de localisation tempo-
relle et fréquentielle. Cependant, elle posséde une propriété supplémentaire de
localisation sur les signaux i retard de groupe linéaire 7,(f) = —%%(f) =
to+af (chirps linéaires), qui lui confére un statut d’intérét particulier [AUG 01,

FLA 01] :
Z(f) = exp{i®(f)} — W.(t, f) = 6(t + 74(f))-

On peut alors chercher a étendre ce principe de localisation & des expressions
de retards de groupes plus générales, et établir la contrainte sur les noyaux de
paramétrisation affine pour qu’il en soit ainsi. Le cadre théorique rigoureux

2Dans [BER 92] ’é¢tude de la classe affine est restreinte aux signaux analytiques (Z(f) =

0, Vf < 0). Les arguments techniques qui y sont alors développés excluent stricto sensu la
distribution de Wigner de ’ensemble des solutions vérifiant la localisation temporelle.
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d’une telle extension nécessite toutefois de restreindre la définition de la classe
affines a l'espace de Hardy des signaux analytiques (i.e. {Z(f) : Z(f) =0, f <
0}), ce qui rappelons le, exclut la distribution de Wigner de ’ensemble des
solutions admissibles. Ce faisant, on cherche alors & caractériser les distributions
p telles que :

Y(/f)
vii

Par un calcul direct, on obtient alors une équation fonctionnelle qui lie la
structure du noyau K (u,v) (ou de fagon équivalente (£, v)) a l’expression du
spectre de phase ®(f) selon

expid(f) — (0 f) = 28 (e 52 G50

Z(f) =

+oo 7
/ _EWu =) ppw-iv(s ) gy = emifv i)
—1/2 J

o (u(u—v))

+oo
/ VEY) i w—e/) =i (f =€) gy — o €N
gl (VQ _ %) 1/

La résolution en /X (ou en v) de ces équations est difficile et n’admet pas sys-
tématiquement de solution pour un choix arbitraire du spectre de phase ®(f).
L’étude analytique compléte de ce probléme, traitée dans [BER 92], montre en
fait que seule une certaine famille paramétrée de spectres {®y}recz donne lieu
4 une sous-classe de solutions p € {P®},c, localisées. Avant de reproduire
dans ses grandes lignes la démonstration de ce résultat, précisons un peu plus
le contexte dans lequel elle se place.

(33)

Remarque 3. La localisation de p sur un retard de groupe 7,(f) donné, peut
étre vue comme un sous-produit du couplage de la propriété de localisation tem-
porelle (31) & celle de covariance par un opérateur supplémentaire. Or, ce troi-
siéme opérateur, défini par ’anamorphose qui transforme 'impulsion §(f — fo)
dans le plan temps-fréquence en la trajectoire 7,(f), n’a de sens mathéma-
tique que si ’extension du groupe affine (translation en temps et changement
d’échelle) a trois parameétres qui en résulte, garde une structure de Lie [BER 92].
L’existence et Iidentification des distributions localisées P*) s’apparente donc
a l’étude des groupes de Lie affine & trois paramétres et des représentations
dans le plan de phase associé. &

Remarque 4. L’ensemble des solutions K de (33) constituent une sous-classe
de fonctions qui se distinguent par une forme diagonale de noyaux :

K(u,v) = p(u)d(v — Au)), (34)
ou u et A sont des fonctions réelles qui & leur tour fixent les propriétés des
distributions p associées, et notamment celles de localisation sur un retard de
groupe donné. &
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Remarque 5. Comme nous ’avons déja précisé, il existe une équivalence
stricte entre les différentes formes de paramétrisation de la classe affine. Ainsi,
on pourrait indifféeremment choisir de résoudre le probléme de localisation sur
des retards de groupes non linéaire 7,(f), en résolvant en ¢ (¢, v) la fonction-
nelle (33), et suivre ainsi ’approche de [RIO 92]. Il s’avére en fait que si les
solutions ainsi obtenues possédent bien des structures diagonales

P& v) = G(§)o(v — H(E)), (35)

du méme type de (34), on ne connait les expressions analytiques des fonctions
réelles G et H que pour un petit nombre de cas particuliers de {® }r—_1,0,1/2,2-
Nous reviendrons sur ces cas singuliers.

4. Distributions de Wigner affines

Indépendamment de la propriété de localisation sur des trajectoires non
linéaires de retards de groupe, on peut s’intéresser & la sous-classe des distri-
butions affines caractérisée par une forme diagonale de noyaux (34) et (35).

4.1. Forme Diagonale des noyaux

Cette approche consiste & se restreindre & des formes diagonales du noyau

qui permettent de réduire 'expression (13) & une expression beaucoup plus
simple qui n’est plus définie que par une seule intégrale.

Lorsque ce noyau K (v, v') est choisi comme :

~ +oo
Rv,o) = / (1) 60 — A(w)) (0" — M) du,

—00

qui est d’expression générale I?(v,v’) = g(v)d(v' — f(v)), avec la fonction A
continue et bijective de % sur #7 et la fonction p assurant le caractére réel et
symétrique du noyau K , on obtient par deux intégrations successives sur v et
v', une famille de distributions particuliéres, appelées Distributions Affines de
Wigner et données par la forme suivante :

+oo
P(tf) = f / () Z(FA)) Z7(FA(—u)) 2im FEOW-N0) gy (36)
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4.1.1. Propriétés des Distributions a Noyau Diagonal K

Les distributions P(¢, f) donnée en (36) doivent vérifier certaines contraintes
pour garantir les propriétés suivantes :

—+o0
e La contrainte de marginalisation temporelle donnée par I’égalité / P(t, f)dt =
— 00
|Z(f)|? se traduit par les conditions suivantes sur les fonctions u(u) et
AMu) :

pu(0)

20 (0) L (37)
A0) =1

e La contrainte d’unitarité des distributions déja donnEe en (27) se traduit
par légalité suivante :

p(u) = VIV (W) + X (=) VIN (=u) Au) + N () A(=u)].

e La contrainte de localisation P(t, f) = 6(f — fo) sur les signaux mono-
chromatiques Z(f) = 6(f — fo) est donnée par la méme relation (37) que
pour la condition de marginalisation.

e La contrainte de localisation P(¢, f) = %6(15 — tp) sur signaux localisés

en temps Z(f) = \/LT e 27t Y (f) est donnée par les deux conditions
suivantes :

e la correspondance u — A(u) — A(—u) est bijective de IR dans IR,
o pu(u) = v/ A(w) A(=u) [N() + X (-u)].

Si ’on cherche les distributions affines unitaires et localisables sur les si-
gnaux localisés en temps, il est nécessaire que la fonction p(u) vérifie & la fois
les deux conditions données plus haut. La fonction A(u) doit alors vérifier :

d d Aw)
1o (A = M) = o tog (7).

w/2
ce qui conduit au résultat : A(u) = 2567}1/2 et u(u) = /A(u) A(—u). La dis-
inhu

tribution affine unitaire localisable est alors donnée par P(%) (t, f) d’expression :

+o0 —u/2 ufeu/2 )
P(O) t = / u VA ufe z* 7217Tftud .
GCH=T] _ 3sonasz 2 \2sinba2 2sinhu/2) "

Cette distribution joue pour les distributions affines de Wigner un role compa-
rable & celui de Wigner-Ville pour la classe de Cohen.
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4.1.2. Formes Diagonales du Noyau I1

En procédant de la méme maniere que pour les distributions a noyau diago-
nal K, il est possible, a partir de la forme (19), de choisir le noyau II diagonal,
c’est & dire parfaitement localisable (au sens du Dirac) sur des courbes v = H (§)
des lespace (&,v).

Les noyaux (¢,v) ou f(&,7) doivent alors Otre choisis de la forme :

b(E,v) =G (v — H(E) — f(&,1) = G(E) e 2™ HET

ol les deux fonctions G et H sont réelles. Cette nouvelle classe définit alors une
sous-classe des distributions affines, appelées Distributions Affines de Wigner
et est alors définie par :

=1 aoz(r(n0-35)) 7z (r(H@+§)) emerrac

Il est & noter que I'utilisation d’un signal analytique conduit nécessairement,

pour Pobtention de la formule précédente, a la condition : H(&) > ‘%‘

4.1.3. Propriétés des Distributions 4 Noyau Diagonal I1

La contrainte d’unitarité (27) sur la distribution conduit & la contrainte
suivante sur G et H :

60 =119 - ¢ 7.

La contrainte de localisation P(t, f) = %5(;& — to) sur des courbes du type
X(f) =Y (f) f~1/? e*fto conduit & :

G2(6) = H(6) - (5)

Si 'on impose les deux derniéres contraintes, il faut résoudre une équation
différentielle qui donne I’expression des deux fonctions H et G :

H(g) = (§) coth ($),
© = &2
sinh &/2°

et on tombe sur I'expression de la distribution unitaire P(9) (¢, f) déja rencontrée
en (38).



Analyse temps-frEquence quadratique ITI : La classe affine et autres classes covariantes 199

4.2. Covariance par le Groupes affine a Trois Parameétres

Pour restreindre encore la classe de solutions données par (13), on peut
imposer & ces distributions d’étre covariantes par certains groupes a trois pa-
ramétres plus généraux contenant le groupe affine A [BER 91, BER 92]. Ces
groupes Gy sont labélés par un réel k et sont caractérisés par leurs éléments
g = (a,b,c) et ¢’ = (a',b', ") qui agissent selon la loi de composition :

g9 = (aa',b+ab',c+a*c’) pour Gy, k #1

g9 = (aa',b+ab +a(lna),c+ ac’) pour Gi.
Puisque les distributions (13) sont déja construites sur la contrainte de co-
variance par le groupe affine de parameétres (a, b), il suffit qu’elles ne respectent

que la covariance par rapport au troisiéme parameétre ¢. L’action de ces groupes
Gy, pour g = (1,0, ¢) agit sur les signaux analytiques Z(f) selon :

Z9(f) = e~ Z(f) pour k # 0,1
Z9(f) = Vae > Z(f) pour k=0
Z9(f) = Vae 2imefnf 7(f) pour k = 1.

La covariance sur la distribution temps-fréquence se traduit par le schéma sui-
vant :

Z(f) — Z(f)
3 \J
pZ(t>f) — ng(t)f) :pZ(gil'(taf))

qui donne :
pze(t, f) = pz (t —kef*=1, f) pour k #0,1
PZg(taf):pZ(t—ﬁ,f) pour k=0

ng(t,f):pz(t—C—Ch’lf,f) pOUI‘k:]..
4.2.1. Construction des distributions P(*)

Cette méthode conduit & la détermination d’une grande famille de distribu-
tions P(*) (¢, f) indicées par un réel k, appelées Distributions Affines de Wigner
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et définies par :

Pk t,f)=f /+OO 1w(w) Z (fae(w) Z* (fap(—u)) 20 f t(k (u) = Ak (—u)) du,

(39)
avec la fonction A\ donnée par :

1
e U _ 1 k-1

Cette fonction est définie par continuité pour les cas particuliers k = 0 et k = 1.
Pour tout k, les fonctions A\g(u) vérifient les propriétés :

Ak(u) = €* Ap(—u) et { o) i

La fonction p est arbitraire mais doit Otre réelle et positive. Si 'on impose la
propriété relative a la reversibilité du temps, elle doit Otre une fonction paire.

4.2.2. Propriétés des Distributions P¥)

La plupart des propriétés de la classe affine & noyau diagonal ont été expli-

citées au paragraphe 4 et il suffit de choisir dans ces résultats le cas particulier
ou )\(u) = A (U)

Pour k = 2, on retrouve la distribution de Wigner-Ville restreinte ici aux
signaux analytiques :

Wat.p) = |

72)"

LA 7 (eg) e

Le cas k = 0 correspond a la distribution affine unitaire donnée en (38). Le
cas k = —1 correspond & la distribution active d’Unterberger [UNT 84] :

Uz(t, f) = f/:o cosh (u/2) Z (f e“/2) z* (f e—u/2) e—dinftsinhu/2 g,
(40)

Les distributions P**)| pour k < 0, localisent parfaitement les signaux ana-
lytiques & lois de retard de groupe hyperboliques :

Z(f) — % 6721'71'(;)"’“ 672i7rft0 Y(f) k_<0> P(k) (t, f) — f71(5 (t —to — kcfkfl)
(41
20) = 2 Y () = PO ) = 715 (t o g) (42

Y
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4.3. Daistributions Pseudo- Wigner Affines Lissées
4.3.1. Limites des distributions de Wigner affine

Les représentations temps-fréquence affines définies par la forme quadra-
tique (en le signal analysé) (39) offrent un panel trés complet de propriétés
théoriques intéressantes. S’agissant par exemple de résolution conjointe dans le
plan temps-fréquence, elles atteignent des degrés de localisation (notamment
sur leur retard de groupe propre ((41) et (42)) qui dépassent largement le
potentiel offert par le scalogramme (module carré d’une décomposition en on-
delettes). Exploité dans des schémas de détection dans le plan temps-fréquence,
ce pouvoir de concentration conduit & des structures de détecteurs simples et
trés souples, et dont les performances sont proches de celles du filtrage adapté

[GON 97].

En contre-partie de cela, un certain nombre de difficultés théoriques et nu-

mériques, ont, constitué un frein au développement naturel et & la diffusion de
ces outils.
D’un point de vue théorique tout d’abord, la forme bilinéaire (39) ne respecte
pas le principe de superposition. En effet, la distribution de Wigner affine P(*)
évaluée sur une somme de signaux® fait apparaitre, en plus des auto-termes
(A-T), des termes croisés (C-T) issus de l'interaction des composantes deux &
deux :

Zl(t) - Pz(zk)(tvf)

N
=1

N
> lei*PE)(t, ) + 2Re Z Z cic; P (t, f)

i=1 i=1 j=i+1

"~ ~ J

A-T C-T

La présence inévitable de ces termes interférentiels, bien qu’indispensable au
respect de certaines propriétés théoriques, dégrade considérablement la lisibi-
lité des représentations, notamment lorsqu’il s’agit de signaux complexes multi-
composantes. Dans [FLA 96], une étude détaillée des termes interférentiels a
permis d’identifier les principes géométriques de leur construction, ainsi qu’une
caractérisation fine de leur structure oscillante. On y apprend notamment que
la géométrie qui sous-tend les distributions de Wigner affines est totalement
régie par un principe de moyennes généralisées (de type Stolarsky), et dont

3Dans cette somme, chaque composante correspond a un signal localisé en temps et/ou
en fréquence, de sorte que les supports de ces atomes soit raisonnablement disjoints.
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les retards de groupe hyperboliques (41) constituent précisément les lieux de
points fixes.

S’agissant & présent de I'implémentation numeérique des formes (39), on doit
faire face & deux difficultés supplémentaires. Tout d’abord, I'intégrale définis-
sant P(F)(t, f) en chaque instant ¢ (resp. chaque fréquence f), correspond &
une mesure globale sur I’ensemble du signal Z(f) (ou z(t)). Il sera donc difficile
dans ces conditions de traiter des “signaux longs”, relativement a la taille de
mémoire dont est doté le calculateur. Une approximation & temps glissant de
(39) est alors nécessaire si 'on veut s’affranchir de la limite “signaux courts”.
L’autre difficulté numérique, moins pénalisante toutefois, tient & l'invertibilité
analytique de la fonction & (u) := Ag(u) — Ag(—u). En effet, pour optimiser le
temps de calcul, on interpréte l'intégrale oscillante (39) définissant P(*) | comme
une simple transformation de Fourier mettant en dualité les variables (¢-f) et
&k (u). Pour profiter des performances d’une transformée de Fourier rapide (e.g.
FFT), il est donc nécessaire que la fonction réciproque u = &, ' (& (u)) admette
une expression formelle?, ce qui n’est vrai que pour k € {—1,0,1/2,2, +o00}
[BER 92, FLA 96].

4.3.2. Définition

L’approche proposée dans [GON 96, GON 98] pour définir les distributions
Pseudo-Wigner Affines Lissées profite largement de ’analogie existant entre
la classe de Cohen [AUG 01] et la classe affine. En particulier, le principe
de fenétrage & court-terme retenu est une adaptation affine de la démarche

conduisant aux distributions Pseudo- Wigner Lissées de la classe de Cohen
[CLA 80, STA 94].

Réécrivons donc I’expression (39) donnant la distribution de Wigner affine,
pour faire apparaitre ’expression temporelle du signal analysé :

Pz(k) (t,f) = f/llzk(u) |:/Z(7') e—iQﬂ')\k(u)f(T—t) dT:|

X [/Z(T')e”“’“(“)f“'t) dT’] du.

Dans chacune des deux intégrales de Fourier mises en jeu, on limite ’ex-

tension temporelle du signal en le pré-fenétrant par une fonction a court-terme
h:

4Lorsque £~ ! n’admet pas de forme analytique, on peut utiliser une table de correspon-
dance, au prix d’approximations supplémentaires.
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Pt f):=f / o (1) [ / (1) B Aw(w) (7 — )] e~ 2w (@7 (=) dT]
] e e e .

Notons que dans cette expression, le support temporel de la fenétre h_est
directement lié & la fréquence d’analyse f, garantissant que la distribution P(*)
ainsi définie est bien covariante par changement d’échelle. En posant ensuite la
fonction oscillante ¢ (1) = h(7) e®™7, les Distributions Pseudo-Wigner Affines
(DPWA) s’écrivent simplement :

P®(t, f) = To(t, A (w) f) TE (8 Ae(—w) f)du,  (43)

(1)
VAR () A (—u)
ou T.(t, f = a™ ') n’est autre que la décomposition en ondelettes donnée par
(29). En introduisant le pré-traitement z(t) — T,(¢, f) préalablement au cal-

cul de la forme quadratique, on agit simultanément sur les trois faiblesses qui
pénalisent les distributions de Wigner affines :

— le support temporel de la fenétre d’apodisation |¢| limite les interactions
a longue portée dans le signal et réduit ainsi les interférences entre com-
posantes disjointes en temps;

— agissant comme une fenétre glissante, la convolution (29) remplace dans
(43) la transformée de Fourier initialement présente dans (39). De ma-
niére globale, la mesure intégrale devient locale et s’implémente avec un
algorithme en ligne qui ne souffre plus de la limite “signaux courts”;

— la structure de ’ondelette 1 intégre directement l’exponentielle oscillante
caractérisée par 'expression exp{i2w\;(u)ft}. L’existence d’une forme
analytique pour {,;1 n’est donc plus un obstacle & la programmation ra-
pide de ]3(’“), quelle que soit la valeur du paramétre k.

Remarque 6. Alors que le scalogramme (30) s’obtient simplement en élevant
au carré le module d’une transformée en ondelettes, les DPWA étendent ce
principe & une auto-corrélation affine généralisée de la transformée en ondelettes
suivant I’axe des fréquences. &

La fenétre & court-terme h en pré-facteur du signal analysé z supprime par
effet de lissage (& surtension constante®) les termes interférentiels qui oscillent
dans la direction de f. Les termes croisés issus de l'interaction entre compo-
santes disjointes en fréquence, oscillent quant & eux suivant la variable ¢ et

5Pour une ondelette 1, on définit le coefficient de surtension comme la fréquence moyenne
du gabarit |¥(f)|2, rapportée a la largeur de bande équivalente.
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ne sont par conséquent pas affecté par la transformation en ondelettes. Pour
atténuer ces composantes, il faut introduire une fenétre de lissage temporel.
Moralement, la variable produit (¢-f) est duale® de la variable u dans (39) :
limiter le support d’intégration en u revient a appliquer & P®) ypn lissage affine
en temps. Soit alors la fonction passe-bas réelle G(u), les distributions pseudo-
Wigner affines lissées s’écrivent, :

PO = [o b A ) DAt Ae(—u)f) du. (44)

\/ /\k (u))\k (—’LL)

Ainsi, grace a la séparation entre lissage dii & G' et lissage di & 1, on peut
régler indépendamment les résolutions temporelle et fréquentielle de P, ce
qui n’est évidemment pas possible avec le scalogramme. Mais cet atout n’est pas
nouveau, car déja dans [RIO 92], les auteurs avait introduit une alternative au
scalogramme, les distributions Pseudo-Wigner-Ville Lissées Affines 4 noyaux
séparables, qui déja offrait cette méme souplesse dans le choix de la résolution
conjointe. On ne sera donc pas surpris de constater que les représentations
deéfinies en (44) généralisent ce principe & toutes les valeurs du paramétre & ;
le cas traité dans [RIO 92] est un exemple particulier de Pseudo-Wigner Affine
Lissée P(%) pour lequel k = 2.

Soulignons enfin, que la suppression des interférences a un cott. En 'oc-
currence, en supprimant les termes oscillants (interférences) des distributions
bilinéaires, on condamne stricto sensu un certain nombre de propriétés théo-
riques qui, paradoxalement, était I’attrait principal des distributions de Wigner
affine (39). Au premier plan, la localisation stricte sur des trajectoire hyper-
boliques (41) du plan temps-fréquence ne peut pas étre maintenue. Toutefois,
les pseudo-Wigner affines (43) convergeant exactement vers les distributions de
Wigner affine (39) lorsque le coefficient de surtension de I’ondelette 3 tend vers
linfini, on peut approcher cette propriété de concentration (ainsi que toutes
les autres) avec le degré de précision voulu.

La figure 1 illustre sur un exemple de synthése, les différences entre une
distribution de Wigner Affine P(?), les distributions Pseudo-Wigner Affine et
Pseudo-Wigner Affine Lissée correspondantes P(?), et un scalogramme S.

Pour les aspects pratiques d’implémentation numérique, autant que pour
d’autres considérations plus théoriques comme les distributions génératrices de
la classe affine, nous invitons le lecteur intéressé a se reporter & [GON 96,
GON 98], ol une étude détaillée de ces objets est proposée.

6La variable (¢-f) est plus exactement en dualité de Fourier avec la variable v = & (u),
mais la fonction £, étant strictement monotone, limiter ’extension de la variable u équivaut
a limiter l’extension de & (u).
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Figure 1 — Représentations temps-fréquence affine d’un signal test composé d’une mo-
dulation hyperbolique Xa(f) = > % (composante notée A), une fonction d’Her-
mite de degré 3 (composante B), et d’une singularité lipschitzienne xo(t) = |t —to| %!
(composante C). Les représentations sont affichées en ligne d’iso-contours, ’aze des
abscisses correspond au temps et celui des ordonnées & la fréquence . (a) Scalogramme
S.(t, f) avec une ondelette de Morlet ¢ de coefficient de surtension Q = 2. (b) Dis-
tribution Unitaire de Bertrand PL” (t, f). (c) Distribution pseudo-Bertrand pY t, f)
avec une ondelette de Morlet Q = 8. (d) Distribution pseudo-Bertrand lissée avec
la méme ondelette et une fenétre gaussienne G. Les distributions Pseudo- Wigner Af-
fines Lissées (44), permettent une transition continue entre la version faible résolution
mais sans interférence du scalogramme et la version “haute-résolution”, riche en in-
terférences des Wigner affines (89).
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5. Considérations Avancées

5.1. Principe de Tomographie

Il a été montré que certaines distributions temps-fréquence de la classe de
Cohen ou de la Classe Affine ne sont pas de véritables densités d’énergie car
elles ne sont pas partout positives dans le plan temps-fréquence. Néanmoins,
lorsqu’elles possédent des marginales positives sur le temps et sur la fréquence,
il est possible d’établir que ces distributions posseédent des marginales posi-
tives sur des courbes du plan temps-fréquence autres que l’axe temporel ou
fréquentiel. Pour ce faire, il suffit d’appliquer les déformations du groupe des
translations en temps et en fréquence pour la classe de Cohen ou du groupe
affine pour les distributions affines sur la variable temps et la variable fréquence.

5.1.1. Tomographie de Wigner-Ville

On peut montrer que la distribution de Wigner-Ville peut étre considérée
comme une densité d’énergie positive sur des courbes bien déterminées du plan
temps-fréquence : les droites. Ceci peut facilement se montrer en utilisant la
propriété d’unitarité :

2

)

+oo  ptoo +o0
[/ Wz(t,f)Wzl(t,f)dtde‘ JARECECEY

avec 21 (t) = exp (im(at® + 2bt + ¢)) définissant un signal chirp général. Il vient :

2

+oo +oo T ' . .
/ W. (t: f) 6(f —at — b) dt df = ‘/ Z(t) e —imat? o —2imbt 4,

Le premier membre n’est autre que la transformation de Radon [LUD 66]
de la distribution temps-fréquence tandis que le second membre représente le
produit scalaire du signal et du signal chirp général caractérisé par sa pente
a et son ordonnée & l'origine b. Ainsi une transformation de Radon sur une
distribution de Wigner-Ville d’un signal n’est autre qu’un filtrage adapté sur
ce signal par une famille de chirps. La mise en place numérique de la trans-
formation de Radon est une transformée de Hough, trés utilisée en théorie de
I’image pour détecter la présence de lignes droites dans une image.
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5.1.2. Tomographie de Distribution de Wigner Affine

On peut montrer que la distribution affine unitaire P(©)(t, f) définie par
(38) peut étre considérée comme une densité d’énergie positive sur des courbes
bien déterminées du plan temps-fréquence : les hyperboles [BER 85]. Ceci peut
facilement se montrer en utilisant la propriétés d’unitarité :

+o00 400 0 0 +oo 2
[ [ eneRenaar=| [ 2z

pour Z,(f) = f~2mB=1/2 ¢=2inf€ y () définissant un signal a retard de groupe
hyperbolique. 11 vient :

2

/+o° +ooPé°)(t,f)6 (t—g— E) dtdf =
0

oo 2nef p2inf—1/2
B : /0 Z(f) ¥ f af

(45)

Le premier membre n’est autre que la transformation de Radon générali-
sée de la distribution temps-fréquence affine unitaire P(©) (t, f) tandis que le
second membre représente le produit scalaire entre le signal Z(f) et les si-
gnaux hyperboliques : cette transformation définit la transformation de Mellin
[OVA 92a, BER 95| du signal qui joue un role trés important dans toute ’étude
ou le calcul de ces distributions. Cette transformation permet de pouvoir cal-
culer numériquement et de maniére rapide les distributions de Wigner Affines.

Pour certaines distributions P*)™ de Wigner affines définies pour ™ (u) =

A (w) A (—u), on peut montrer [BER 91], en généralisant la propriété de lo-
calisations des signaux hyperboliques et la propriété d’unitarité, que ces distri-
butions possédent des marginales positives défines par :

+oo +oo
/ / PRM )5 (t—€&—kBfA 1) dtdf =
0 —00

5.2. Opérateurs et Groupes

Bien que les problémes pouvant étre résolus par les représentations temps
fréquence et temps-échelle soient nombreux, il existe des cas ot ’analyse temps-
fréquence ou temps-échelle classique ne suffit plus ou n’est plus appropriée. Ces

“+o00 ) ) N df 2
2im€f 2inBf
/0 Z(f)e e Il
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problémes nécessitent alors d’étre résolus par d’autres type de distributions :
les représentations conjointes construites sur d’autres types de variables.

5.2.1. Méthodes de Construction

Deux types de construction de ces distributions conjointes peuvent étre

proposés :

e Les méthodes de covariance :

Une représentation P[Z] est covariante sous une transformation T de si-
gnal si P[TZ] se déduit de P[Z] par un simple changement de variable.
Par exemple, les représentations temps-fréquence de la classe de Cohen
sont covariantes par les translations de temps et de fréquence (voir pa-
ragraphe 2.2.1 et le chapitre [AUG 01] : translater un signal en temps
et fréquence revient & translater sa représentation temps-fréquence. Les
représentation temps-échelle sont covariantes par translation de temps et
changement d’échelle (voir paragraphe 2.2.2 et les équations (11) et (12)) :
translater et changer d’échelle un signal revient & translater et & changer
d’échelle sa représentation associée.

Les opérations de translations de temps-fréquence ou de translation et de
temps et de changement d’échelle possédent la propriété spéciale d’étre
des représentations unitaires de groupe. Les translations de temps et de
fréquence sont associées au groupe de Weyl-Heisenberg, les translations
de temps et les changement d’échelle sont associés au groupe Affine.

Les méthodes des marginales :

Une représentation P[Z](t, f) d’un signal Z satisfait la marginale M [Z](3)
si son intégrale calculée sur une certaine courbe 8 = g(t, f) de 'espace de
représentation (¢, f) de P[Z] donne M[Z] :

/ / PIZ)(t, 1) 6(5 — g(t, /) dt df = M[Z)(5) (46)

Exemples :

— Certaines distributions temps-fréquence possédent des marginales égales
a la puissance instantanée P,(t) = |z(t)]> ou a la densité spectrale
d’énergie vz(f) = |Z(f)|? (voir le chapitre [AUG 01]). Les courbes
B = g(t, f) sont respectivement des droites fréequentielles f = g(t, f) et
temporelles t = g(t, f).

— Certaines distributions temps-échelle possédent des marginales égales &
la densité spectrale d’énergie vz(f) ou la densité de puissance M¢[Z](53)
dans Pespace de Mellin (voir (45) et le paragraphe 5.4). Les courbes
B = g(t, f) sont respectivement des droites temporelles t = g(t, f) et des
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hyperboles 5 =t f. Les constructions par marginales sont équivalentes
a une forme particuliére de tomographie temps-fréquence : connaissant
les marginales, on détermine les distributions qui les satisfont.

Certaines distributions temps-fréquence ou temps-échelle possédent a la fois
des propriétés de covariance et de marginales : la distribution de Wigner-Ville
et la distribution unitaire (38) en sont des exemples.

1l existe des théories générales pour construire des représentations conjointes
par la méthode de covariance ou par la méthode des marginales. On peut syn-
thétiser les résultats comme suit :

e Les méthodes des marginales peuvent générer des distributions conjointes

a partir de n’importe quel couple de marginales [SCU 87, COH 95, COH 96,

BAR 98a, BAR 98b, BAR 96a]. Néanmoins, la plupart de ces distribu-
tions ne possédent pas de propriétés utiles de covariance.

e Les méthodes de covariance, par définition, créent des distributions conjointes

a partir de propriétés de covariance désirées [BAR 95a, BAR 96a, SAY 96c,
SAY 96a, SAY 96b]. Pourtant, il n’existe des distributions covariantes que
pour un nombre trés limité de couples de marginales [BAR 96b)].

L’intersection entre les distributions covariantes et celles qui possédent des
marginales peut étre caractérisée par ce que I’on nomme [’équivalence unitaire.

5.2.2. Les Distributions Unitairement Equivalentes

Deux opérateurs A et B sont unitairement équivalent si ils sont reliés par
[BAR 95b, BAR 98b] :
B =U"AU. (47)

Faire agir l'opérateur U sur le signal Z avant de calculer sa distribution
conduit & la représentation P[UZ], qui est covariante par les opérateurs

T'=U"'TU. F' =U"'FU. (48)

La distribution P[U Z] possédera alors les marginales

/ PUZ)(E, ) df = [U{Z}(#)[2, (49)

/ PUZI(, f') dt = / Z(8) U= {2 "Vt (50)

Ainsi, toute distribution covariante par des opérateurs unitairement équivalents
aux opérateurs translation de temps et de fréquence conduit de maniére unique,
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a un changement de variable prés, & une distribution temps-fréquence apparte-
nant & la classe de Cohen [BAR 95b]. Toutes les propriétés de la classe de Cohen
en découlent, le seul changement étant 'action de U sur le signal [BAR 95b].
Cette propriété change le probléme potentiellement difficile de caractérisation
de distribution en un simple exercice de transformation de variable. Ceci est
encore vrai dans le cas des distributions temps-échelle ou avec les opérateurs
temps-échelle

5.3. Autres Classes de Distributions

Il est possible de construire d’autres classes de distributions en imposant
des diagrammes de covariance donnés. Par exemple, en reprenant le cas de la
construction de la classe de distributions covariantes par le groupe a trois para-
métres GG, contenant le groupe affine du paragraphe 4.2, on peut ainsi détermi-
ner la classe de distributions ne respectant que la covariance par compression
et par translation de temps hyperbolique (42) : c’est la classe hyperbolique
[PAP 93]. Cette classe, qui n’est néanmoins pas covariante par translation de
temps, contient évidemment la distribution affine unitaire (38). La classe co-
variante par compression et par translation temporelle de loi de puissance (41)
constitue la classe de puissance [HLA 99] qui n’est pas covariante par transla-
tion de temps mais qui contient toutes les distributions P(*) (39).

5.4. Algorithmes de Calcul et Qutils

On remarque que les formes données par (39) sont trés lourdes & mettre en
ceuvre. Leur calcul numérique par des méthodes classiques et & partir d’une
série d’échantillons du signal nécessite l'interpolation des échantillons avant in-
tégration. Toutes ces opérations sont trés gourmandes en temps de calcul. La
transformation de Mellin est un outil qui permet alors de rendre plus souple et
plus rapide le calcul numeérique de ces distributions [OVA 92b].

La transformation de Mellin est définie sur le signal analytique Z(f) par la
relation :

+o00
ME[Z)(8) = / 2(f) 2ned prinste g, (51)

ainsi que par sa forme réciproque :
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Z(f) = ” ME[Z](8) e~2ineS f=2imB=r=1 qg.

— 00

Les paramétres réels r et £ sont respectivement relatifs au dimensionnement
du signal et & un temps de référence. Cette transformation est unitaire, c’est a
dire qu’elle conserve le produit scalaire entre les deux espaces :

—+o0

+o0
/0 K2 A= [ MEZ)B) ME[Z)(B) 8. (52)

— 00

Cette transformation peut étre interprétée comme le coefficient de la dé-
composition du signal Z(f) sur une base de signaux hyperboliques Z¢(f, 3)
définis par :

Zg(f, 6) — e—2i7r§f f—2i7r6—7‘—1’

dont la loi de retard de groupe est caractérisée par I’équation t = £ + 5/ f.

La principale propriété de la transformation de Mellin est la propriété d’in-
variance aux changements d’échelle :

Z(f) =5 UeZ(f) =am e im0 Z(af)
1 3
ME[Z)(B) — MEUZ)(B) = a2 ME(Z)(6).

C’est cette propriété d’invariance d’échelle qui, associée & la conservation
du produit scalaire, va permettre de réécrire dans I’espace de Mellin des formes
intégrales faisant intervenir des dilatations de signaux.

Toutes les propriétés importantes qui ont permis de construire la transfor-
mation discréte et de donner une interprétation de la variable 8 (paramétre
d’hyperbole t = ¢ + 3/ f dans le plan temps-fréquence) peuvent étre consultées
dans [BER 90, BER 95]. Le support du signal dans ’espace de Mellin peut
étre déterminé a ’aide de l’interprétation de la construction tomographique
(45) de la distribution affine unitaire P (¢, f) définie en (38). Cette relation
montre que le carré du module de la transformée de Mellin du signal Z est
égal a Dintégrale de sa représentation temps-fréquence affine P(©) (t, f) sur un
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réseau d’hyperboles indexées par 8 dans le plan temps-fréquence (transforma-
tion de Radon généralisée). Ainsi, lorsque le signal est localisé en temps et
en fréquence, il existe un certain parameétre fy a partir duquel l'intégrale de
PO (t, f) devient nulle. La transformée de Mellin d’un signal localisé en temps
et en fréquence est donc elle-méme localisée. Si le signal est localisé dans le plan
temps-fréquence (largeur de bande B autour de la fréquence centrale fo, durée
T), il est possible de déterminer le support 8y par 8o = (fo + B/2)T/2. La
transformation de Mellin peut étre alors discrétisée en respectant un théoréme
d’échantillonnage. Cette transformée s’écrit :

p L+N-1 ( ) . .
M§ A =1 k(r+1) 2inéq A ky 2im <2
[ ](Nlnq) ng ];:L q e (¢") e™ ™,

ou 0<p<N —1et L vérifie g* = f; avec f; fréquence min de Z.

La transformée de Mellin est ainsi calculée sur les échantillons fréquentiels
du signal en progression géométrique par un simple algorithme rapide de Trans-
formée de Fourier discréte. La raison géométrique g d’échantillonnage du signal
Z doit vérifier une condition de non recouvrement : ﬁ > 2y ot [—fo, Po] est
le support de M¢[Z](B). Le nombre de points N qui caractérisent parfaitement,
ME&[Z] est alors :

1 1+ 42
NZBT(§+%)1n1+2ff.
3B

Si le signal est & bande étroite, on peut remarquer que toutes les dilatations
deviennent de simples translations fréquentielles, que la transformée de Mellin
devient transformée de Fourier, et que le nombre de points N nécessaire pour
un non recouvrement tend vers le produit BT du critére de Nyquist.

La méthode de construction algorithmique de la forme (38) peut étre consul-
tée dans [OVA 92b]. Elle peut étre étendue sans probléme pour le calcul des
distributions (39) ou d’autres distributions faisant intervenir des effets de dila-
tations.

6. Conclusions

Les distributions temps-fréquence liées au groupe affine ont été initialement
développées pour analyser les signaux dits large-bande comme les signaux im-
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pulsionnels utilisés en géologie, les signaux issus du controéle non destructif des
matériaux (vibrations, chocs) ou de la mécanique des fluides utilisés en tur-
bulence. De maniére générale, le premier enseignement que ’on peut tirer est
que ces distributions large bande généralisent les distributions classiques bande
étroite. Cette généralisation doit étre comprise dans le sens ot chaque distribu-
tion générale large bande converge vers son analogue bande étroite lorsque les
signaux ont des largeurs de bande relatives trés faibles. C’est ainsi le cas des
représentations temps-fréquence affines et de ses régularisées associées (trans-
formation en ondelette) qui tendent, en bande étroite, vers la représentation de
Wigner-Ville et sa régularisée (transformation de Fourier & court terme, trans-
formation de Gabor. C’est aussi le cas pour la fonction d’ambiguité large bande
qui tend, & bande étroite, vers la fonction d’ambiguité de Woodward. L’esprit
de ces recherches était donc d’étendre, pour les signaux large bande, la théorie
classique et les outils proposés pour I'analyse des signaux bande étroite. Ces
techniques, relativement récentes, encore mal connues et peu employées de par
leur complexité, devraient connaitre un regain d’intérét auprés des chercheurs
puisqu’elles constituent actuellement des axes privilégiés de recherche encore
ouverts.
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