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Les systèmes radar

3/43Soutenance de thèsePierre Develter18 décembre 2023



Formalisation : Le problème de détection

Problème de détectionȷ
H0 : r = n bruit seul
H1 : r = a s(‰) + n signal + bruit ;

• r ∈ CN : observations, a ∈ C : amplitude complexe du signal reçu,
• n ∈ CN : bruit gaussien ou Sphériquement Invariant, matrice de covariance R connue.
• s(‰) ∈ CN : écho du signal pour une cible de paramètres ‰ (distance, angle, Doppler, etc.).

Exemple de modèle de signal
s(‰) =

1√
N

h
1; e2iı‰; : : : ; e2iı(N−1)‰

iT
; ‰ ∈ [0; 1] :

• ‰ : Doppler „ (N pulses) ou angle — (P capteurs).
• sN(„)⊗ sP (—) : détection Doppler-Angle (STAP).
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Le détecteur GLRT

Définition (GLRT)

Λ(r) =
max
–1

fH1(r)

max
–0

fH0(r)

H1

?
H0

w2 ;

fH0(r) et fH1(r) : densités de probabilité du signal r sous les hypothèses H0 et H1 qui
dépendent des paramètres inconnus –0 et –1.

Détecteur caractérisé par :
• probabilité de détection (PD)
• probabilité de fausse alarme (PFA)

Réguler la PFA via le seuil w2 → crucial dans les applications radar.
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GLRT radar classiques

Généralement, les paramètres de cible ‰ (distance, Doppler, etc.) sont supposés connus.

• –0 = ∅ et –1 = {a} → GLRT ≡ filtre adapté (MF) :

ΛMF(‰) =

˛̨
s(‰)HR−1 r

˛̨2
s(‰)HR−1 s(‰)

H1

?
H0

w2 ; avec PFA = exp
`
−w2

´
:

• –0 = ff2 et –1 = {a; ff2} (avec R = ff2Γ) → GLRT ≡ filtre adapté normalisé (NMF) :

ΛNMF(‰) =

˛̨
s(‰)HΓ−1 r

˛̨2`
s(‰)HΓ−1 s(‰)

´ `
rHΓ−1 r

´ H1

?
H0

w2 ; avec PFA =
`
1− w2

´N−1
:

Mais en pratique, les paramètres ‰ ne sont pas connus ! !
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Le principe de grille

Comment sont effectués les tests?
• Les paramètres de cibles ‰ sont supposés appartenir à une grille discrète fixe :

𝝃

Signaux sur grille 
𝒔(𝝃𝟎)

Position 𝒔(𝝃)
hors-grille

0

• Grille standard de cellules Dk =

»
k

N
− 1

2N
;
k

N
+

1

2N

–
→ tests sur grille indépendants.

• En pratique ‰ ̸= ‰0 → mismatch hors-grille → perte en probabilité de détection.
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Effet du mismatch hors-grille sur le MF

Le MF est un détecteur d’énergie →
Cibles de haute énergie détectées.

𝒔(𝜉0) 𝒔(𝜉0 + 𝛿)

Réponse du MF à un signal hors-grille.

0 5 10 15 20 25

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

MF, Détection Doppler, N = 10. Cibles
distribuées uniformément dans une case.
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Effet du mismatch hors-grille sur le NMF

Le NMF est un détecteur d’angle →
Cibles hors du cône jamais détectées.

𝒔(𝜉0)

Acceptance Zone

Rejection Zone

Réponse du NMF à un signal hors-grille.
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1

NMF, Détection Doppler, N = 10. Cibles
distribuées uniformément dans une case.
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Etat de l’art

• Le problème hors-grille est traité en reconstruction parcimonieuse [Lasserre et al.,
2015,Tang et al., 2013].

• PFA difficile à garantir, métriques peu adaptées.

• En détection, les types de mismatchs traités sont souvent plus généraux :
• Dans un cône, [De Maio, 2005,Besson et al., 2005,Besson, 2006]
• Mismatch quadratique, [De Maio et al., 2010]
• Trop général pour le mismatch hors-grille.

• Solutions adaptées au mismatch hors-grille :
• Modélisation des cellules en sous-espace (DPSS) [Rabaste et al., 2016,Bosse et al.,

2020],
• Approximation linéaire du signal [Aubry et al., 2020],
• Solution pratique : suréchantillonnage du signal.
• Performances de détection sous-optimales.
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Problématique : Étude des GLRT dits "hors-grille"

Problématique : étude des GLRT "hors-grille" :

Définition
ΛMF-GLRT = max

‰∈D

˛̨
s(‰)HR−1 r

˛̨2
s(‰)HR−1 s(‰)

H1

?
H0

w 2 ;

ΛNMF-GLRT = max
‰∈D

˛̨
s(‰)HΓ−1 r

˛̨2`
s(‰)HΓ−1 s(‰)

´ `
rHΓ−1 r

´ H1

?
H0

w 2 ;
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0.8

0.9

1

Etat de l’art avec bruit corrélé, ff2

inconnu, N = 10.

• Difficultés à implémenter efficacement,
• Relations PFA-seuil inconnues.

Performances meilleures que l’état
de l’art hors-grille (suréchantillon-
nage, détecteurs sous-espace).
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Le calcul de la PFA du NMF hors-grille

Objectif
On veut calculer la relation PFA-seuil du détecteur :

ΛNMF-GLRT = max
‰∈D

˛̨
s(‰)HΓ−1 r

˛̨2`
s(‰)HΓ−1 s(‰)

´ `
rHΓ−1 r

´ H1

?
H0

w 2 ;

Sous H0, le signal reçu blanchi u =
Γ−1=2r‚‚‚Γ−1=2r

‚‚‚ ∼ U(SN−1).

PFA =
volume de la zone d’acceptance

volume de la sphère
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Calotte autour de s(‰) !
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Le calcul de la PFA du NMF hors-grille
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Le calcul de la PFA du NMF hors-grille

𝜙 𝛾(𝜉)

𝒮𝒞𝜉

Objectif
On veut calculer la relation PFA-seuil du détecteur :

ΛNMF-GLRT = max
‰∈D

˛̨
s(‰)HΓ−1 r

˛̨2`
s(‰)HΓ−1 s(‰)

´ `
rHΓ−1 r

´ H1

?
H0
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Sous H0, le signal reçu blanchi u =
Γ−1=2r‚‚‚Γ−1=2r

‚‚‚ ∼ U(SN−1).

PFA =
volume de la zone d’acceptance

volume de la sphère

Zone d’acceptance du NMF hors-grille?
Union des calottes : Tube autour de la variété {s(‰) : ‰ ∈ D}.
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Le cas 1D : Théorème d’Hotelling [Hotelling, 1939]

Problème de géométrie différentielle : calcul du volume d’un tube T .

𝐶𝑆
𝒯

Tube T décomposé
en sections droites CS.

Théorème d’Hotelling
Pour un tube autour d’une variété sur Sn−1 :

• 1D (courbe),
• Réelle (∈ R),
• Fermée,

La volume de T est exprimée comme :

volume T = volume d’une section droite×longueur de ‚

Valable uniquement si T ne se recouvre pas !
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Modélisation de la variété

• Traduire notre problème complexe en réel → introduction d’un nouveau paramètre ¸.

max
‰∈D

˛̨
s(‰)Hu

˛̨
= max

{‰;¸}∈D×[0;2ı]
Re
“
s (‰)H u exp (−i¸)

”

= max
{‰;¸}∈D×[0;2ı]

‚(‰;¸)z }| {
(‚1(‰) cos¸+ ‚2(‰) sin¸)

Tu ;

où ‚1(‰) =

»
Re(s (‰))
Im(s (‰))

–
, ‚2(‰) =

»
−Im(s (‰))
Re(s (‰))

–
et u =

»
Re(u)
Im(u)

–
∈ R2N ∼ U(S2N−1) sous H0.

• Détection à un paramètre inconnu → variété 2D,
• Détection à deux paramètres inconnus → variété 3D.

Le théorème d’Hotelling ne s’applique plus...
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˛̨
= max

{‰;¸}∈D×[0;2ı]
Re
“
s (‰)H u exp (−i¸)

”

= max
{‰;¸}∈D×[0;2ı]

‚(‰;¸)z }| {
(‚1(‰) cos¸+ ‚2(‰) sin¸)

Tu ;

où ‚1(‰) =

»
Re(s (‰))
Im(s (‰))

–
, ‚2(‰) =

»
−Im(s (‰))
Re(s (‰))

–
et u =

»
Re(u)
Im(u)

–
∈ R2N ∼ U(S2N−1) sous H0.

• Détection à un paramètre inconnu → variété 2D,
• Détection à deux paramètres inconnus → variété 3D.

Le théorème d’Hotelling ne s’applique plus...
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Le théorème de Weyl [Weyl, 1939]

Weyl généralise le théorème d’Hotelling en plusieurs dimensions :

Théorème de Weyl

V =

Z
‚

8>>>>>>><>>>>>>>:

Z
: : :

Z
t21+···+t2≤tan2 ffi

det

0@‹ij + X
p=1

tp G
j
i (p)

1A
1≤i ;j≤M`

1 + t21 + · · ·+ t2
´n=2 dt1 : : : dt

9>>>>>>>=>>>>>>>;
ds ;

• ds =
p

det gi j d‰1 : : : d‰M est l’élément de volume de ‚,

• gi j =

„
@‚T

@‰i

@‚

@‰j

«
1≤i ;j≤M

est la première forme fondamentale de ‚,

• Gi j (p) =

„
−
@2‚T

@‰i@‰j
np

«
1≤i ;j≤M

est la deuxième forme fondamentale de ‚ pour la normale np ,
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Simplifications du théorème

Définition
S’il existe une paramétrisation ‰ telle que gi j = (I)i ;j , on dit que ‚ est euclidienne.

Dans le cas où ‚ est euclidienne et fermée, on montre que le volume de T s’exprime sous
la forme :

Volume(T ) = volume(‚)× volume des sections droites:

• 1 paramètre inconnu : ‚ est euclidienne si Γ est centrosymétrique.
• 2 paramètres inconnus : ‚ est euclidienne sous bruit blanc.

Dans ces cas, on obtient la PFA avec le théorème de Weyl.
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Application à la détection 1D

En exploitant [Knowles and Siegmund, 1989], on trouve :

Corollaire [Develter et al., 2022a]
Dans la zone de non-recouvrement (faibles PFA),
avec s de taille N :

PFA =

PFA sur grillez }| {
(1− w 2)N−1

+
Γ(N)w (1− w 2)N− 3

2

ı1=2 Γ
`
N − 1

2

´ Z ‰2

‰1

‚‚‚P⊥
‚2(‰)

‚̇1(‰)
‚‚‚ d‰:

Sous bruit blanc (Γ = ff2
I),

PFA = (1− w 2)N−1

+

r
ı

3

Γ(N)w (1− w 2)N− 3
2

Γ
`
N − 1

2

´ p
(N2 − 1) (‰2 − ‰1) :

𝜙 𝛾(𝜉)

𝒮𝒞𝜉

.
" On remarque que le test n’est
CFAR ni par rapport à Γ, ni par
rapport à D.
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Application à la détection 2D, cas D = [0; 1]2

• D = [0; 1]2 → tester sur tout l’espace de paramètres.

Corollaire
Sous bruit blanc, dans le régime de non-recouvrement, quand D = [0; 1]2, avec s de
taille N × P :

PFA =
ı

6

`
1− w2

´NP−2 `
(2NP − 1)w2 − 1

´ p
N2 − 1

p
P 2 − 1 :

Avec Γ ̸= ff2
I centrosymétrique, on obtient :

PFA =
ı

2
(1− w 2)NP−2

“
(2NP − 1)w 2 − 1

” Z
“∈D′

q
det g ′

i j d“ ;

“ : reparamétrisation dans D′, avec :

g ′
i j =

@s(“)H

@“i

@s(“)

@“j
:
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@“i

@s(“)

@“j
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Le cas d’une case de résolution

On traite le cas D ≠ [0; 1]2 de la manière suivante :

Volume(T ) = Volume des sections droites

+ Volume des sections droites

autour de la frontière @‚

+ Volume des "coins" (PFA sur grille)

Manifold 𝜸

Half volume of cross-
sections of 𝜕𝜸

Volume of spherical 
cap (on-grid 𝑃𝐹𝐴)

Schéma de l’heuristique.

Sous bruit blanc, dans le régime de non-recouvrement, avec D = [„1; „2]× [—1; —2] :

PFA =
ı

6
(1− w 2)NP−2

“
(2NP − 1)w 2 − 1

” p
N2 − 1

p
P 2 − 1 („2 − „1) (—2 − —1)

+
“
(„2 − „1)

p
N2 − 1 + (—2 − —1)

p
P 2 − 1

”rı

3

Γ(NP )w (1− w 2)NP−
3
2

Γ
`
NP − 1

2

´ + (1− w 2)NP−1 :
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Le problème de recouvrement

On distingue deux types de recouvrement :

Recouvrement local

𝒯

𝐶𝑆𝜉′𝐶𝑆𝜉 𝜸(𝝃′)

𝜸(𝝃)

𝜸
Zone of non-
local overlap

Recouvrement non-local

En présence de recouvrement :

PFA < PFA formule des tubes

Sans recouvrement :

PFA = PFA formule des tubes
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Le problème de recouvrement

On distingue deux types de recouvrement :

Recouvrement local

𝒯

𝐶𝑆𝜉′𝐶𝑆𝜉 𝜸(𝝃′)

𝜸(𝝃)

𝜸
Zone of non-
local overlap

Recouvrement non-local

Résultat [Develter et al., 2023b]
Sous bruit blanc, le seuil limite est donné par :

w 2
lim = cos2

„
tan−1

„√
5− CN
2

««
; avec CN =

3

5

3N2 − 7

(N − 1)2
:
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Simulations 1D (Doppler inconnu), N = 10, D = D0

• D0 = [−1=2N; 1=2N] : pire case pour la détection sous bruit coloré.

Relation théorique valable en pratique bien avant le seuil limite de non recouvrement wl im.
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Problème

Objectif
Calculer de la relation PFA-seuil du détecteur :

ΛMF-GLRT = max
‰∈D

˛̨
s(‰)HR−1 r

˛̨2
s(‰)HR−1 s(‰)

H1

?
H0

w2 ;

• r non normalisé → plus sur la sphère.

• On réécrit notre problème : max
‰∈D

˛̨
s(‰)Hr

˛̨
= max

{‰;¸}∈D×[0;2ı]
X(¸; ‰)

où X(¸; ‰) = ‚(¸; ‰)T r champ aléatoire gaussien, r =
»
rr
ri

–
∈ R2N ∼ N (0; ff2I) sous H0.

•
PFA = P

„
max

¸;‰∈[0;2ı]×D
X(¸; ‰) > w

«
:

Théorie des dépassements de seuil [Rice, 1944,Adler, 2000] pour w >> 1.
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Ensemble d’excursions

Définition
Ensemble d’excursion de X :

Aw (X) , {(¸; ‰) ; X(¸; ‰) > w} :

• w → ∞ : X(¸; ‰) parabole autour de ses
maxima locaux au dessus de w .

• PFA ≈ E(nombre de maxima locaux)
≈ E(nombre de composantes).
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Caractéristique d’Euler ’(:) : nombre de composantes de Aw (X) [Adler et al., 2007].

|PFA − E(’(Aw (X)))| < O
`
exp

`
−c w2

´´
; avec c > 1.
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Détection à un paramètre inconnu

• Pour R = ff2I, on arrive à calculer E(’(Aw (X))).
• Elle dépend de la géométrie de l’espace de para-
mètres T . Pour un champ 2D :

PFA ≈ |T | ȷ2(w) +
|@T |
2
ȷ1(w) + ’(T )Ψ

“w
ff

”
;

|T | : volume de T , @T : volume de la bordure, ’(T ) : carac-
téristique d’Euler, ȷ2; ȷ1;Ψ : fonctions connues.

Δ
𝜃

2𝜋

𝜃

      

𝜕𝑻

Espace de paramètres T :
|T | = 2ı∆„, |@T | = 4ı and ’(T ) = 0.

Résultat [Develter et al., 2023a]

PFA(w) =

r
ı(N2 − 1)

3
w ∆„ exp (−w2) + exp

`
−w2

´
+ O

`
exp

`
−c w2

´´
:
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Détection à deux paramètres inconnus

• Pour un espace de paramètres 3D (détection
Distance-Doppler ou STAP) :

PFA ≈ |T | ȷ3(w)+
|@T |
2
ȷ2(w)+

H(@T )

ı
ȷ1(w)+’(T )Ψ

“w
ff

”
;

Résultat [Develter et al., 2023a]

PFA =
ı

6
∆„∆—

q
(N2

1 − 1)(N2
2 − 1)

“
2w 2 − 1

”
e−w

2

+

r
ı

3

„
∆„
q
N2

1 − 1 + ∆—
q
N2

2 − 1

«
we−w

2

+ exp
“
−w 2

”
+ O

“
exp

“
−c w 2

””
:

2𝜋

𝛼

𝜃

Δ
𝜃

Those faces are stuck together

𝝏𝑻

Espace de paramètres T :
|T | = 2ı∆„∆—, |@T | = 2ı(∆—+∆„),

H(@T )

ı
= 2ı et ’(T ) = 0.
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Résultats numériques, D = D0
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Détection Doppler, N = 10
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Détection STAP, N = 8; P = 4

Les relations PFA-seuil asymptotiques correspondent pour PFA < 10−1.
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Approximation du GLRT hors-grille

Problématique
Comment implémenter les détecteurs GLRT hors grille?

Suréchantillonnage → coût de calcul élevé pour le NMF hors grille.
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Détection et estimation jointe

Idée : Fusionner les étapes de détection et estimation dans la chaîne de traitement radar
pour obtenir un détecteur performant et à faible coût de calcul.

Démarche
• Calculer une série de tests sur grille Λ (s („i )) ; „i ∈ G,
• Estimer le mismatch ‹i dans chaque cellule avec peu de calculs,

• Effectuer des tests Λ
“
s
“
„i + ‹̂i

””
aux positions corrigées.
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Estimateur monopulse [Develter et al., 2021]

Λmono(„) =

˛̨̨̨
s
“
„ + ‹̂mono

”H
Γ−1 r

˛̨̨̨2
„
s
“
„ + ‹̂mono

”H
Γ−1 s

“
„ + ‹̂mono

”« `
rHΓ−1 r

´

• Coût de calcul équivalent à un suréchantillonnage x2,
• Vecteurs de Fourier non blanchis.

መ𝛿 𝜃0 𝜃0 +
1

2𝑁𝜃0 −
1

2𝑁

Λ𝑁𝑀𝐹(𝜃0 −
1

2𝑁
)

Λ𝑁𝑀𝐹(𝜃0 +
1

2𝑁
)

Réponse du 

NMF en 𝜃0 −
1

2𝑁

Réponse du 

NMF en 𝜃0 +
1

2𝑁

𝜃
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Approximation des relation PFA-seuil
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Relations PFA-seuil correctement approximées par la relation théorique proposée pour de
basses PFA.
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Analyse de la PD
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Bonnes performances, proches du GLRT, même en bruit corrélé.
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Analyse sur cibles expérimentales

Mise en œuvre des détecteurs sur des données du radar HYCAM de l’ONERA.

Radar HYCAM.

HYCAM Radar

Orly Airport

Runways

Position du Radar HYCAM.

Caractéristiques :
• N = 10 impulsions,
• Résolution distance : 75m,
• Résolution Doppler : 25m.s−1.

Remerciements à l’équipe RMES et à Milan Rozel.
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Test de la relation PFA-seuil
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Scène ne contenant que du bruit.

• La relation PFA-seuil théorique
établie correspond à celle des
données réelles de bruit.
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Implémentation des détecteurs
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Analyse Doppler, N = 10. Chaque point
correspond à une position de cible avec SNR et
taux de détection estimés sur 15 acquisitions.

PFA = 10−6.

• A très fort SNR → certaines positions
de cibles ne sont jamais détectées par
le NMF sur grille,

• Ces cibles sont toujours détectées par
Λmono.

• Λmono offre de meilleures performances
de détection que le suréchantillonnage
d’un facteur 2.
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Plan

1 Le problème des cibles hors-grille

2 Calcul de la PFA du NMF hors-grille

3 Calcul de la PFA du MF hors-grille

4 Aspects pratiques des GLRT hors-grille

5 Conclusion et Perspectives
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Conclusion

Résumé des contributions :

• Nouvelles relations PFA-seuil pour le Filtre Adapté Normalisé hors grille [Develter
et al., 2022a,Develter et al., 2023b]

• Utilisation de méthodes issues de la géométrie différentielle,
• Établissement du domaine de validité via étude du non-recouvrement.

• Nouvelles relations PFA-seuil asymptotiques pour le Filtre Adapté hors grille [Develter
et al., 2023a]

• Utilisation des espérances de caractéristiques d’Euler d’ensembles d’excursion.

• Utilisation de la détection et estimation jointes pour approximer le GLRT
hors-grille [Develter et al., 2021]

• Tests des relations et détecteurs sur cibles réelles.
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Perspectives

• Rendre les détecteurs hors-grille CFAR par rapport à D,

• Extension des relations PFA-seuil au cas adaptatif,

• Calcul des relations PFA-seuil pour les détecteurs suréchantillonnés,

• Calcul de la probabilité de détection.
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Conséquence : PD en bruit blanc pour cibles hors-grille
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Conséquence : PD en bruit fortement corrélé
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Etat de l’art : Reconstruction parcimonieuse

Le problème est particulièrement étudié en reconstruction parcimonieuse.

y = Fx+ n ;

Objectif : reconstruire le signal y ∈ RN constitué de colonnes du dictionnaire F ∈ RN×L à
partir du signal parcimonieux x ∈ RL.
Faible nombre de cibles → Parcimonie vérifiée en radar.

Les algorithmes de reconstruction sont particulièrement sensibles à un mismatch entre le
dictionnaire F et les vrais signaux → Développement de nombreuses méthodes
hors-grille.

Mais :
• Difficultés pour contrôler la PFA,
• Métriques qui viennent plutôt de l’estimation (MSE...).

→ peu adapté pour la détection radar.
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Etat de l’art : Détection robuste

Travaux en détection pour obtenir des détecteurs robustes à certains types de mismatch.
Les mismatchs traités sont généraux → peu adaptés au mismatch hors-grille :

Inclure une cellule entière :
• Baisse en sélectivité,
• PFA minimum exigée.

Searched Signal Cone
Cell 𝒟

Cône incluant une cellule.

→ Peu adapté pour la détection radar de cibles hors-grille.
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Mise en évidence de la déficience du NMF (1)
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Acquisitions de NMF sur grille (en haut) et NMF hors-grille (en bas) séparées de 0.5s.
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Le problème de recouvrement (2)

L’étude du critère suivant permet d’établir les seuils limites de recouvrement [Johansen and
Johnstone, 1990,Develter et al., 2023b] :

cot2 ffilim = sup
‰;‰′∈D2

1− ‚(‰)TQ‰′‚(‰)

(1− ‚(‰)T‚(‰′))
2 ;

, sup
‰;‰′∈D2

h(‰; ‰′) ;

où Q‰′ est le projecteur sur le sous-espace engendré par ‚(‰′) et ses dérivées.

Recouvrement local :
sup de h atteint pour ‰′ → ‰.

Recouvrement non-local :
sup de h atteint pour ‰′ ̸= ‰.

En particulier, sous bruit blanc, on trouve :

w 2
lim = cos2

„
tan−1

„√
5− CN
2

««
; avec CN =

3

5

3N2 − 7

(N − 1)2
:
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Et quand Γ ̸= ff2I?

On sait uniquement calculer le terme dominant des relations PFA-seuil.
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Possibilité d’utiliser la formule des tubes en conditionnant sur la norme
→ terme de recouvrement inévitable.
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Estimateur monopulse [Develter et al., 2021]

Estimation inspirée du Monopulse
En posant

h„(r) =

˛̨̨̨
X
„−∆

2

˛̨̨̨2
−

˛̨̨̨
X
„+∆

2

˛̨̨̨2
˛̨̨̨
X
„−∆

2

˛̨̨̨2
+

˛̨̨̨
X
„+∆

2

˛̨̨̨2 (Sortie Monopulse sans bruit);

et g„(‹) = h„ (s („0 + ‹)) (Bijection mismatch/Sortie monopulse);

‹̂mono = g
−1
„ (h„ (r)) :
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